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编 写 说 明

本书是《普通高中课程标准实验教科书·数学(选修)4 4(坐标系与参数方程)》的教师教

学用书,编写时按教科书分章、节安排,每章首先阐述了该章的教学目标、教材说明、课时

安排建议、教学建议、评价建议,然后按教科书分节编写,每节内容包括教材线索、教学目

标、教材分析、教学建议、例题解析、相关链接,在每章的最后给出教科书中习题的参考解

答.

编写本书的目的旨在帮助教师更好地把握教材,包括教材线索、教学目标、教材分析、

内容结构及教学中应予以关注的重点和难点,所提教学建议及例题解析仅供教师在教学过程

中参考,在相关链接中所提供的短文是编者精心编写并与该章、节相关的内容,旨在扩大教

师的知识视野,使教师用较高的观点把握教材,不要求学生掌握.

希望本书能成为教师使用教科书的好帮手,恳请广大教师在使用过程中提出宝贵意见和

建议.

编 者
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第1章 坐标系

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌一、教学目标

1.回顾在平面直角坐标系中刻画点的位置的方法,体会坐标系的作用.

2.通过具体例子,了解在平面直角坐标系伸缩变换作用下平面图形的变化情况.

3.能在极坐标系中用极坐标刻画点的位置,体会在极坐标系和平面直角坐标系中刻画

点的位置的区别,能进行极坐标和直角坐标的互化.

4.能在极坐标系中给出简单图形(如过极点的直线、过极点或圆心在极点的圆)的方程.
比较这些图形在极坐标系和平面直角坐标系中的方程,体会在用方程刻画平面图形时选择适

当坐标系的意义.

5.借助具体实例(如圆形体育场看台的座位、地球的经纬度等)了解在柱坐标系、球坐

标系中刻画空间中点的位置的方法,并与空间直角坐标系中刻画点的位置的方法相比较,体

会它们的区别.

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌
􀦌􀦌二、教材说明

1.坐标系是解析几何的基础.在坐标系中,可以用有序实数组确定点的位置,进而用

方程刻画几何图形.为便于用代数的方法刻画几何图形或描述自然现象,需要建立不同的坐

标系.极坐标系、柱坐标系、球坐标系等是与直角坐标系不同的坐标系,对于有些几何图

形,选用这些坐标系可以使建立的方程更加简单.

2.本章主要内容有:坐标系的作用,平面直角坐标系下的伸缩变换,极坐标系,柱坐

标系和球坐标系等.

3.平面直角坐标系和空间直角坐标系是学生在义务教育阶段和高中必修阶段已经分别

学习过的内容.本章教材在处理这部分内容时只作简单回顾,其目的是让学生体会坐标系的

作用.对于平面直角坐标系的伸缩变换,学生实际上已经在必修教材的三角函数部分有所了

解,只是在必修教材中未正式给出相应的伸缩变换公式,因此本章教材在引入时直接沿用了

三角函数中的伸缩变换作为例子,从而给出伸缩变换公式.

4.极坐标系是本章的重点内容.极坐标系中的有关概念,例如极角、极径等是学生首

次接触到的知识.教材在编写时注意了从生活中的例子入手,把它与平面直角坐标系进行比

较.《普通高中数学课程标准(实验)》(以下简称《课标》)要求学生能够写出一些简单图形(如

过极点的直线、过极点或圆心在极点的圆)的极坐标方程,本章教材除给出了上述括号中列

举的三类图形的极坐标方程之外,还给出了阿基米德螺线(等角螺线)的极坐标方程,其理由

1湖
南
教
育
出
版
社



高

中

数

学

教

师

教

学

用

书

是阿基米德螺线的极坐标方程形式简单,在机械工程中有着广泛的应用,并且有着丰富的文

化内涵,有助于培养学生的数学应用意识以及对学生进行数学文化的渗透.极坐标与平面直

角坐标的互化是学生需要掌握的重点内容,因此单独设立一节.在推导出极坐标与平面直角

坐标的互化公式后,教材安排了两个例题进行巩固,其中例2实际上是圆锥曲线的统一的极

坐标方程.

5.对于柱坐标系和球坐标系,《课标》只要求做简单了解,其内容不宜编写得过多过深.
因此这两部分内容都分别安排了一节,每一节中分别推导了柱坐标系与空间直角坐标系的关

系式、球坐标系与空间直角坐标系的关系式.每一节中都只安排了一个例题,其作用是让学

生体会建立相应柱坐标系和球坐标系的方法并了解其中涉及的一些参数的意义.

6.教材在本章中还设置了《阅读与思考》和《数学文化》两个专栏,以供学生进一步学习.
在本章教材最后安排了习题1,以供教师在教学中使用.

7.本章教材严格按照《课标》的要求编写,具有如下特点:

(1)内容的选取体现数学的本质、与学生的已有知识和生活实际联系.
例如,在《1.1 坐标系的作用》中,教材选取了学生最熟悉的几何图形中的圆和抛物线

作为例子,说明平面直角坐标系在刻画平面上的点的位置中所起的作用.又选取了“一架直

升机的位置”,“你家吊在天花板上的灯泡的位置”的例子,说明空间直角坐标系在刻画空间

中的点的位置时所起的作用;在《1.2 平面直角坐标系中的伸缩变换》中,教材从学生在必

修课程《数学4》的三角函数内容中所学习的有关知识入手,引出了伸缩变换公式;在《1.3 
极坐标系》中则引述了甲、乙两人的一段对话,用来表明生活中存在着使用极坐标描述位置

的时候;在《1.5 柱坐标系》和《1.6 球坐标系》中则分别使用了圆形体育场看台的座位、

地球的经纬度等例子引入相应的坐标系.上述内容或者是学生已有的知识,或者与学生的生

活实际紧密联系.
(2)注意渗透数学文化,体现人文精神.
《课标》指出:数学是人类文化的重要组成部分.数学课程应适当反映数学的历史、应用

和发展趋势,数学对推动社会发展的作用,数学的社会需求,社会发展对数学发展的推动作

用,数学科学的思想体系,数学的美学价值,数学家的创新精神.数学课程应帮助学生了解

数学在人类文明发展中的作用,逐步形成正确的数学观.为此,高中数学课程提倡体现数学

的文化价值,并在适当的内容中提出对数学文化的学习要求.
本章教材在贯彻“体现数学的文化价值”这一课程基本理念时,主要在两个地方进行了渗

透.其一是在本章的章头引言中引用了数学家拉格朗日评价笛卡儿坐标系的一段名言;其二

是在本章的最后安排了“数学文化”专栏,介绍了数学家阿基米德和他的螺线.
(3)内容设计具有一定的弹性,便于学生进一步的学习.
在《1.3 极坐标系》中介绍了阿基米德螺线的极坐标方程以及它在机械凸轮装置中的应

用,给学生留下进一步探索的空间.在引入了极坐标的概念后,教材安排了一个“阅读与思

考”专栏,介绍了一些重要平面曲线的极坐标方程,例如对数螺线、玫瑰线、心脏线和双纽
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线的极坐标方程及其性质,让学有余力的同学进一步了解这些知识,但不要求学生掌握.

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌三、课时安排建议

本章教学时间约需9课时,具体分配如下(仅供参考):

1.1 坐标系的作用 1课时

1.2 平面直角坐标系中的伸缩变换 1课时

1.3 极坐标系 2课时

1.4 极坐标与平面直角坐标的互化 1课时

1.5 柱坐标系 1课时

1.6 球坐标系 2课时

小结与复习 1课时

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌四、教学建议

1.数学教学要体现课程改革的基本理念,在教学设计中充分考虑数学的学科特点,高

中学生的心理特点,不同水平、不同兴趣学生的学习需要,运用多种教学方法和手段,引导

学生积极主动地学习,掌握数学的基础知识和基本技能以及它们所体现的数学思想方法,发

展应用意识和创新意识,对数学有较为全面的认识,提高数学素养,形成积极的情感态度,

为未来发展和进一步学习打好基础。

2.坐标系的教学应着重让学生理解平面和空间中点的位置都可以用有序数组(坐标)来

刻画,在不同坐标系中,这些数所体现的几何含义不同.同一几何图形的方程在不同坐标系

中具有不同的形式.因此,选择适当的坐标系可以使表示图形的方程具有更方便的形式.

3.在坐标系的教学中,可以引导学生尝试自己建立坐标系,说明建立坐标系的原则,

激励学生的发散思维和创新思维,并通过具体实例说明这样建立坐标系有哪些方便之处.教

学中应培养学生根据给定条件选择并建立相应类型的坐标系(直角坐标系、极坐标系、柱坐

标系和球坐标系)的能力,

4.教学过程中应注意适当使用信息技术工具(例如,Z+Z超级画板、几何画板等)展示

有关内容(例如,函数图象的伸缩变换,一些重要平面曲线的极坐标方程等).

5.教学过程中应加强数学文化的渗透,让学生了解有关知识的来龙去脉(例如,各种坐

标系的来历、对数螺线的历史等).

6.努力培养学生的数学应用意识.例如教材第3节简单介绍了利用等速螺线的性质,

可以把匀速转动转化成匀速直线运动的机械凸轮装置,可以让学生适当了解机械凸轮在工业

上应用的情况.
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􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌五、评价建议

1.数学学习评价,既要重视学生知识、技能的掌握和能力的提高,又要重视其情感、

态度和价值观的变化;既要重视学生学习水平的甄别,又要重视其学习过程中主观能动性的

发挥;既要重视定量的认识,又要重视定性的分析;既要重视教育者对学生的评价,又要重

视学生的自评、互评.总之,应将评价贯穿数学学习的全过程,既要发挥评价的甄别与选拔

功能,更要突出评价的激励与发展功能.

数学教学的评价应有利于营造良好的育人环境,有利于数学教与学活动过程的调控,有

利于学生和教师的共同成长.

2.建议在本章结束时安排一个小测验,主要测试学生对基础知识和基本技能的掌握程

度,例如,伸缩变换公式,极坐标与平面直角坐标的互化公式,柱坐标系和球坐标系的公

式,以及极坐标的一些基本概念等.重点考查学生对上述知识的熟练掌握程度,以及给定具

体问题选择并建立适当坐标系的能力.测验的目的不是将学生分层,而是了解学生的基本学

习情况,检查学生是否达到了《课标》规定的教学要求,因此测验题不宜太偏、太难.

3.建议安排一个开放式作业,让学生对本章涉及的有关内容进行探究.可以根据学生

的兴趣提供多样化的主题,包括:有关数学文化的知识(例如,坐标系的来历及其作用,螺

线的历史等),有关信息技术与课程整合内容(例如,一些重要平面曲线的极坐标方程)或者

有关极坐标系的应用的内容(例如,机械凸轮在机械工业中的应用).

4.期末总成绩应由测验成绩、开放式作业成绩以及学生平时表现的成绩组成,三者各

占一定的比例.例如,期末总成绩=测验成绩(80%)+开放式作业成绩(15%)+平时表现成

绩(5%).当然,上述各分项成绩的组成及百分比可根据具体情况灵活设定.
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1.1　坐标系的作用
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节先从如何描述一个圆的位置的问题入手,用单位圆、同心圆和抛物线的例子复习了

在平面直角坐标系中刻画一个图形的位置和形状的方法;然后用刻画一架直升机的位置和吊

在天花板上的灯泡的位置的例子重温了在空间直角坐标系中刻画一个图形的位置的方法.最

后指出本节的主题:有了坐标系,才使代数与几何学相结合,使这两门重要学科都受益,从

而双双获得长足进步,创造了解析几何等现代几何学;有了坐标系,才能通过解析表达式深

入研究函数,进而促进了微积分等现代数学的产生与发展.

教学目标

(一)知识与技能

1.知道在平面直角坐标系中刻画点的位置的方法.

2.知道在空间直角坐标系中刻画点的位置的方法.
(二)过程与方法

借助具体的例子,回顾在两类坐标系中刻画点的位置的方法.
(三)情感、态度与价值观

体会坐标系的作用及坐标系产生的重要历史意义,感受数学的文化价值.

教材分析

1.重点:

平面直角坐标系和空间直角坐标系中刻画点的位置的方法.

2.难点:

(1)空间直角坐标系中刻画点的位置的方法.
(2)如何选择适当的坐标系刻画点的位置.

3.如何刻画平面上半径为10cm的一个圆的位置? 教材通过取定圆心为原点,过圆心

的水平线为x 轴,过圆心且与水平线垂直的直线为y 轴建立平面直角坐标系,从而得到半

径为10cm的圆的方程为x2+y2=100.这说明取定坐标系之后,我们就可以用代数式子

(x2+y2=100)表示几何图形(圆).也可以根据给定的代数式子画出相应的几何图形,因而
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坐标系的建立使得数与形之间架起了一座桥梁.为什么要以圆心为原点建立坐标系呢? 事实

上,以圆心以外的其他任意一点(例如圆上的某一点)为原点同样可以建立平面直角坐标系,

但是这样得到的方程(例如,(x-10)2+y2=100)要比以圆心为原点建立坐标系所得方程复

杂.因此,我们在建立坐标系的过程中就应该“避繁就简”,力求建立最恰当的坐标系,使得

图形的代数形式尽可能的简单或者运算尽可能的简便.

4.为什么说一个代数方程(y=x2+4x+5)可以代表一条几何曲线(抛物线)? 这是因为

平面直角坐标系建立后,每一个有序实数对(x,y)就对应着平面上的一个点.给定一个实

数x,就可以根据代数方程(y=x2+4x+5)确定一个y,从而得到一个有序实数对 (x,

y).把所有这些有序实数对(x,y)在平面上所代表的点用光滑的曲线连接起来就得到一条

曲线(抛物线).因此一个代数方程确实可以代表一条几何曲线.而且通过对代数方程(y=

x2+4x+5)的研究(例如,做恒等变形y=x2+4x+5=(x+2)2+1),可以得到相应的几何

曲线的性质(例如,抛物线的顶点为(-2,1),对称轴为x=-2,开口向上).

5.如何刻画空间中某一个点的位置? 教材中实际上引入了两种空间坐标系,一种是地

理空间坐标系(用经度、纬度和海拔表示现实世界空间中的点的位置),另一种是空间直角坐

标系.《课标》中并未要求学生学习有关地理坐标系的知识,但是这种坐标系在生活中应用相

当广泛,因而有必要让学生有所了解.但由于篇幅有限,教材并未展开,只是通过一个例子

(描述一架直升机的位置)做了简单介绍,用有序数组 (2π3,
π
4
,1000) 表示位于东经120°,

北纬45°,距地面1000km的一架直升机的位置.

空间直角坐标系是学生在高中必修课中已经学习过的内容,教材通过例子“吊在天花板

上的灯泡的位置”回顾了空间直角坐标系的建立.在这个例子中,如何恰当地选择空间直角

坐标系的原点成为解决问题的关键.

教学建议

1.如何刻画一个图形的位置和形状是几何学的重要内容.坐标系产生以前,数学研究

的重心主要集中在几何方面.坐标系产生以后,数学研究的重心开始向代数转化.而对代数

的深入研究反过来又促进了几何学的研究(例如用群论的方法解决了古代三大几何作图不能

实现的问题).所以说,有了坐标系,实现了几何代数化和代数几何化,使代数与几何双双

受益.教学中要运用丰富的历史材料和现实材料说明建立坐标系的作用.

2.对于平面直角坐标系和空间直角坐标系的教学,关键是引导学生认识到建立坐标系

的作用,认识到选取适当的坐标系能够使运算简化.在高中必修课结束之后,学生应该具有

自己建立适当的坐标系的能力,而不仅仅是在已建立好的坐标系的基础上进行运算.

3.教学中可适当介绍笛卡儿、费马等人发明坐标系的历史典故,对学生进行数学文化

的教育.
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相关链接

坐标系发展的历史

坐标系的发展经历了漫长的历史.用坐标系来确定点的位置,早在纪元前就有人使用

了.公元前4世纪,我国战国时代的石申就曾利用坐标方法记录了一百多颗恒星的方位,著

成世界上最早的星表———《石氏星经》.阿波罗尼奥斯在研究圆锥曲线的时候也曾引用了两条

正交的直线作为一种坐标轴.1486年.法国数学家奥雷斯姆在他的著作中已经像后来的笛卡

儿那样使用了纵轴和横轴来确定点的位置和变化状态了.

1630年,法国数学家费马(1601—1665)写成《平面与立体轨迹引论》(发表于1679年),

在这篇文章中费马把希腊数学中使用立体图形所发现的曲线的特征,通过引进坐标,以统一

的方式译成了代数语言,使得各种不同的曲线都能用代数方程表示和研究.他还具体研究了

直线、圆和其他圆锥曲线的方程,注意到了坐标轴可以平移和旋转并以此来化简方程.

1637年,法国数学家笛卡儿出版了一本名为《更好地指导推理和寻求科学真理的方法

论》的著作,在这本著作的附录中包含了他的解析几何名篇《几何》.笛卡儿的解析几何是以

如下两个观念为基础的:一是坐标观念,二是把有互相关联的两个未知数的任意代数方程看

成平面上的一条曲线的观念.对坐标,笛卡儿与前人所不同的是他不仅用坐标表示点的位

置.而且将坐标通过“点动成线”的观点具体地用到建立曲线的方程上.对方程,笛卡儿不仅

把它看成是未知数与已知数的关系式,而且更多地把它看做两个变量之间的关系式,这正是

对处理几何曲线十分有效的新方法的思想基础.笛卡儿还把不同次数的几条曲线同时表示在

一个坐标系中,这就使得解析几何的应用范围极大地扩展了.这是包括费马在内的任何前人

都未曾做到的,这也是笛卡儿的贡献的独特之处.
恩格斯高度评价了笛卡儿的革新思想,他说:“数学中的转折点是笛卡儿的变数,有了

变数,运动进入了数学,有了变数,辩证法进入了数学,有了变数,微分和积分也就立刻成

为必要的了.”

笛卡儿创立了解析几何学,他的贡献是伟大的,但是解析几何作为一门学科毕竟在当时

还很不完善,例如,笛卡儿当时尚未自觉地引进第二条坐标轴———y 轴.一百多年后瑞士数

学家克拉默(1704—1752)在他的《代数曲线分析引论》中才正式引入y 轴.正是由于许多数学

家在各个方面做了大量的修正和补充,才使它日臻完善.

1655年,英国数学家沃利斯(1616—1703)首先引进负的纵、横坐标,这就使得解析几

何可以在整个平面内研究曲线,从而摆脱了原来的局限.

1691年瑞士数学家雅各布·伯努利引入了极坐标(1671年牛顿也曾提出过极坐标,但他

的文章发表在1736年),这极大地便利了某些曲线方程的建立,也使人们对曲线的认识更进

了一步.这时期先后发现了双纽线、卵形性、对数螺线、悬链线、旋轮线等各种特殊曲线.
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1799年德国数学家赫尔曼(1678—1733)把极坐标的概念进一步完善,并给出了直角坐

标和极坐标的变换公式.瑞土数学家欧拉(1707—1783)则第一个在坐标系中明确地使用三角

函数,给出了现代形式下的极坐标系,他还开创了曲线的参数表示.
解析几何的一个重要发展是由平面推广到空间.这一工作最初出现在17世纪,笛卡儿

曾认识到:一个含有三个未知数(这三个数定出轨迹上的一个点C)的方程,所代表的点C
的轨迹是一个平面、一个球面或者是一个更复杂的曲面,这说明笛卡儿已经体会到他的方法

可以推广到三维空间中的曲线和曲面上,但是他没有进一步去考虑这种推广.

1679年法国数学家拉伊尔(1640—1718)对三维坐标几何做了较为特殊的讨论.他先用

三个坐标表示空间中的点P,然后写出了曲线的方程,1715年雅各布·伯努利的弟弟约

翰·伯努利(1667—1748)首先引入了我们现在通用的三个坐标平面.在这个基础上,通过法

国数学家帕朗(1666—1716)、克莱罗(1713—1765)以及约翰·伯努利、赫尔曼等人的工作,

弄清了曲面能用三个坐标变量的一个方程表示的思想;1731年克莱罗又指出描述一条空间

曲线需要两个曲面方程,他还揭示了这样一个事实———空间曲线的投影方程,即垂直于投影

平面的柱面的方程,可以通过决定这条曲线的两个曲面方程的某种组合给出;赫尔曼则在

1732年给出了绕z轴旋转的曲面方程的一般形式:x2+y2=f(z).

1748年欧拉的《分析引论》一书的出版,是解析几何发展史上的重要一步,它给现代形

式下的解析几何做了系统的叙述,此书也可以视为现代意义下的第一本解析几何教程.在这

本书中,欧拉还给出了空间坐标的变换公式和六种曲面(锥面、柱面、椭球面、单叶双曲面

和双叶双曲面、双曲抛物面以及抛物柱面)的标准形式.
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1.2　平面直角坐标系中的伸缩变换
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节先通过比较函数y=sin2x 和y=sinx 的图象之间的关系,以及y=2sinx 和y=

sinx 的图象之间的关系,指出相应曲线上的点之间满足一定的关系式,然后给出了上述关

系式的一般形式,即伸缩变换公式
x'=lx(l>0),

y'=y{ 和
x'=x,

y'=ky(k>0).{ 接着教材分析了伸缩变

换的几何性质:原点(0,0)是不动点;当k=1,l=1时,在上述伸缩变换公式表达的伸缩

变换下每点都是不动点;除此之外,除原点外的每点都移动了位置,图形发生了伸缩;伸缩

变换把直线变成直线.作为伸缩变换公式的应用,本节最后通过例1和例2,分别研究了平

面直角坐标系在伸缩变换作用下平面图形(正方形和单位圆)的变化情况.

教学目标

(一)知识与技能

1.掌握平面直角坐标系中的伸缩变换公式
x'=lx(l>0),

y'=y{ 和
x'=x,

y'=ky(k>0).{
2.了解在平面直角坐标系伸缩变换作用下平面图形的变化情况.
(二)过程与方法

1.借助具体的正弦函数图象的例子,研究伸缩变换公式.

2.借助具体例子(例如,正方形、单位圆等),研究平面图形的变换情况.
(三)情感、态度与价值观

初步体会伸缩变换公式在解决有关图形面积变化的问题中的作用.

教材分析

1.重点:平面直角坐标系中的伸缩变换公式、伸缩变换的性质.

2.难点:平面直角坐标系伸缩变换作用下平面图形的变化情况.

3.正弦函数y=Asin(ωx+φ)的图象之间的变换关系是学生最熟悉的一种伸缩变换.教

材从学生最熟悉的这一内容入手,分别比较了函数y=sin2x 和y=sinx 的图象之间的关

系,以及y=2sinx 和y=sinx 的图象之间的关系.通过考察函数y=sinx 图象上的任意
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一点M(x,y)在进行伸缩变换后所得到的点M'(x',y')的坐标之间的关系,分别得到关系

式
x'=

1
2x
,

y'=y

ì

î

í

ïï

ïï

和
x'=x,

y'=2y.{ 在此基础上,教材不加证明地将此结果推广到一般形式,即分别得

到两个伸缩变换公式
x'=lx(l>0),

y'=y{ 和
x'=x,

y'=ky(k>0).{ 前者称为平行于x 轴的伸缩变换(也

称为向着y 轴的压缩变换),后者称为平行于y 轴的伸缩变换(也称为向着x 轴的压缩变

换),这里所讨论的是参数l和k都为正的常数,它们表示进行伸缩变换的“伸缩比”.

4.伸缩变换的性质是本节的重点内容之一.函数图象在经过伸缩变换之后哪些性质改

变,哪些性质保持不变,这是值得关注的一个问题.教材指出在伸缩变换过程中,原点是不

动点.伸缩变换把直线变成直线,把多边形变成边数一致的多边形;但是伸缩变换不能实现

曲线段与直线段的互变,例如它不能把圆变成正方形.

教学建议

1.研究平面直角坐标系中的伸缩变换,应该从学生最熟悉的图形入手,然后逐步引入

一些不熟悉的图形,找出其中所共有的规律.除了教材中正弦函数图象的例子之外,教学中

还可以介绍一些其他的函数图象,例如椭圆、双曲线、抛物线等经过伸缩变换后的图形.

2.为了生动形象地展示图形进行伸缩变换的过程,有条件的学校和班级可以采用信息

技术工具(例如Z+Z超级画板、几何画板等)来展示不同函数图象的伸缩变换过程.

3.可引导学生自主探索伸缩变换的性质,考察常见的图形(例如正三角形、正方形、

圆)在伸缩变换后的形状以及伸缩变换前后图形的面积之间的关系.

例题解析

例1 今有正方形ABCD,A,B,C,D 的坐标分别是(2,2),(-2,2),(-2,-2),

(2,-2),问在伸缩变换

x'=x,

y'=
1
2y
,

ì

î

í

ïï

ïï

与
x'=

1
2y
,

y'=y

ì

î

í

ïï

ïï

的作用下,正方形ABCD 分别变成什么图

形? (解答见教材P6)

解析 例题1的结果表明,伸缩变换将平行直线变成平行直线.证明如下:

设l1:A1x+B1y+C1=0和l2:A2x+B2y+C2=0为两平行直线,则
A1

A2
=
B1

B2
≠
C1

C2
.

经过伸缩变换
x'=lx(l>0),

y'=y,{ 直线l1 和l2 分别变成直线l'1:A1x'+B1ly'+C1l=0和l'2:

A2x'+B2ly'+C2l=0,显然有
A1

A2
=

B1l
B2l≠

C1l
C2l

,所以直接l'1∥l'2.同理可证伸缩变换

x'=x,

y'=kx(k>0){ 也将平行直线变成平行直线.
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经过例1中的伸缩变换

x'=x,

y'=
1
2y

ì

î

í

ïï

ïï

和
x'=

1
2x
,

y'=y

ì

î

í

ïï

ïï

后,所得矩形面积是原来正方形面积的一

半,即S矩形=
1
2S正方形,其中的

1
2

恰好是伸缩变换公式中的伸缩变换系数.

例2 在伸缩变换
x'=2x,

y'=y{ 与
x'=x,

y'=2y{ 作用下,单位圆变成什么图形? (解答见教材P7)

解析 在几何学中,图形的各种变换,对研究图形及其性质有重大的意义.椭圆可以看

作是圆周向着它的一条直径做均匀压缩的结果.并且这种压缩不仅施行在给定的圆周上,而

且也施行在整个平面上.于是,在把圆周变成椭圆的同时,它的直径也变成椭圆的直径,从

而可以通过研究圆的直径的性质得到椭圆直径的对应性质.例2中,单位圆在两种伸缩变换

(都为拉伸过程)
x'=2x,

y'=y{ 和
x'=x,

y'=2y{ 的作用下分别变成焦点在x 轴上和焦点在y 轴上的椭

圆.

本题可推广为:在伸缩变换
x'=

b
ax,

y'=y

ì

î

í

ïï

ïï

的作用下,圆x2+y2=a2 变成椭圆
x'2

b2 +
y'2

a2 =

1;在伸缩变换

x'=x,

y'=
b
ay

ì

î

í

ïï

ïï

的作用下,圆x2+y2=a2 变成椭圆
x'2

a2 +
y'2

b2 =1
,其中a>0,b>

0.进一步研究表明,圆x2+y2=a2 的面积S圆 与伸缩变换
x'=

b
ax

y'=y

ì

î

í

ïï

ïï

后所得到的椭圆
x'2

b2 +

y'2

b2 =1
的面积S椭圆 之间有如下关系式:S椭圆 =

b
aS圆 .从而可以得到椭圆的面积公式为

S椭圆=πab.
例1和例2的结果表明,一个封闭图形在伸缩变换前的面积S 与伸缩变换后的面积S'

之间有如下关系式:S'=kS,其中k>0为伸缩系数.

相关链接

1.伸缩变换的矩阵表示

《普通高中数学课程标准(实验)》选修系列4中设置了《矩阵与变换》专题.根据矩阵的有

关知识,我们可以用矩阵表示平面直角坐标系中的伸缩变换.

一般地,对于伸缩变换公式
x'=x,

y'=ky(k>0),{ 其伸缩变换的矩阵为
1 0

0 k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,该伸缩变换

可写为
x'

y'

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=
1 0

0 k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
x

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.由于

1 0

0 k
=k>0,从而伸缩变换矩阵

1 0

0 k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 可逆,也就是伸
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缩变换可逆,其逆变换为
x

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=
1 0

0 
1
k

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

x'

y'

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.类似地,对于伸缩变换公式

x'=lx(l>0),

y'=y,
æ

è
çç 其

伸缩变换的矩阵为
l 0

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,该伸缩 变 换 可 写 为

x'

y'

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

l 0

0 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
x

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,其 逆 变 换 为

x

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

1
l 0

0 1

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

x'

y'

æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

2.“压缩”变换

“伸缩变换”有时也叫作“压缩变换”.平面上的平移、旋转和反射都是保持距离不变的正

交变换,而压缩变换却不是一种保持距离不变的变换.平面上向着定直线l(压缩轴)的压缩,

是指平面上这样的变换:它使压缩轴上所有的点保持原位(不动点),而压缩轴以外的每个点

P 则变成这样的点P',使得PP'→⊥l于P0,P0P'→=kP0P→,其中k 是对于所有的点都一样

的正常数,叫作压缩系数.当0<k<1时,P'比P 更接近于压缩轴,这是真的压缩;当k>

1时,P'比P 离压缩轴更远些,这是广义的“压缩”,实际上是伸长;当k=1时,得到恒等

变换,所有的点都保持原位,全为不动点.
利用同样的方法可以定义空间压缩变换,而只须把压缩轴相应地改成压缩平面就可以

了.
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1.3　极坐标系
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节先通过甲、乙两人的一段对话指出生活中存在着极坐标的例子,然后给出极坐标系

以及极点、极轴、极径、极角等概念,并通过具体的事实指出使用极坐标的优点与不足.优

点是:在极坐标系中,许多曲线的方程变得十分简洁,而且几何形象也表达得十分明确.不

足是:它并不能像平面直角坐标系那样,能建立与平面上的点的一一对应.本节教材详细介

绍了四类简单图形的极坐标方程:过极点直线的极坐标方程,圆心在极点的圆的极坐标方

程,圆心在极轴且过极点的圆的极坐标方程以及阿基米德螺线的极坐标方程.最后介绍了阿

基米德螺线(等速螺线)在机械凸轮中的应用.

教学目标

(一)知识与技能

1.知道在极坐标系中刻画点的位置的方法.

2.掌握简单图形(过极点的直线、圆心在极点的圆、圆心在极轴且过极点的圆以及阿基

米德螺线)的极坐标方程.
(二)过程与方法

1.借助生活中的实例引入极坐标的概念.

2.研究简单图形的极坐标方程的特点.

3.比较简单图形在极坐标系和平面直角坐标系中的方程.
(三)情感、态度与价值观

1.体会在极坐标系和平面直角坐标系中刻画点的位置的区别.

2.体会在用方程刻画平面图形时选择适当坐标系的意义.

3.通过阿基米德螺线,感受数学的文化价值.

教材分析

1.重点:几类简单图形(过极点的直线、圆心在极点的圆、圆心在极轴且过极点的圆以

及阿基米德螺线)的极坐标方程.

2.难点:

(1)极坐标(ρ,θ)与平面上的点的关系.
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(2)几类简单图形的极坐标方程的推导.

3.教材第一段给出了一个在生活中使用极坐标描绘某个点的位置的例子,为极坐标系

的引入创设了问题情境.

4.教材第二段到第七段给出了极坐标系的定义及极径、极角等相关概念,并讨论了平

面上的点与极坐标(ρ,θ)的对应关系.

5.教材的其他部分依次讨论了四类简单图形(过极点的直线、圆心在极点的圆、圆心在

极轴且过极点的圆以及阿基米德螺线)的极坐标方程.
(1)过极点的直线的极坐标方程:教材在这一部分先给出了平面直角坐标系中过原点O

的直线方程,形如y=kx,其中k 为斜率,k=tanθ,θ是此直线与Ox 轴的夹角.并指出

由上述直角坐标方程不易看出夹角的大小,而如果用极坐标表示,则可将过极点O 的射线

方程写成θ=θ0,θ0∈[0,2π).如果极径ρ只能取正值,则必须用两条射线θ=θ0 和θ=θ0
+π,θ0∈[0,2π)表示整条直线.因此教材在此处补充规定极径ρ 可取负值,并约定M(ρ,

θ)关于极点的对称点M'的极坐标写成M'(-ρ,θ).于是过原点与x 轴夹角为θ0 的直线l的

极坐标方程为l:θ=θ0.
(2)圆心在极点的圆的极坐标方程是ρ=r0,其中r0 是圆的半径.教材未在正文中对此

类极坐标方程做过多的解释,而以旁注的形式说明了上述方程的含义.
(3)圆心在极轴且过极点的圆的极坐标方程是ρ=2r0cosθ,此处的r0 是圆的半径,也

是圆心到极点的距离.教材利用“圆的直径所对的圆周角为直角”这条性质及”三角函数关系”

得到上述方程.
(4)《课标》中并没有明确将阿基米德螺线的极坐标方程作为必须要掌握的内容,但是由

于其形式简单、应用广泛、内涵丰富,教材在编写时仍然加上了这部分内容.在阿基米德螺

线的极坐标方程的推导过程中,教材使用了运动合成的思想,即该螺线的形成是两种运动合

成的结果.其中,一种运动是“动点M 随时间的增加绕定点O 逆(或顺)时针匀速绕动”,其

运动方程是θ=ωt,另一种运动是“动点 M 随时间的增加做匀速直线运动”,其运动方程是

ρ=vt.联系两种运动的量是时间t,由时间t的相等可以得到ρ与θ的关系为ρ=
v
ωθ,一般

将此式写为ρ=αθ(α≠0).这种运动合成的思想可以应用到第二章平摆线的讨论及一些类似

的问题中.
阿基米德螺线又称为等速螺线。利用等速螺线的性质,可以制成把匀速转动转化成匀速

直线运动的机械凸轮装置.教材在编写时加入了这部分内容,以加强学生的数学应用意识.
本章结尾处还专门以“数学文化”专栏的形式介绍了数学家阿基米德和他的螺线.

教学建议

1.引导学生思考:在平面内建立直角坐标系,可以确定平面内点的位置,除了直角坐

标系以外,是否还可以有其他的坐标系来确定平面内点的位置呢? 问题提出后,可结合教材

P8的一段对话引入极坐标的概念:“甲问乙:张庄在哪里? 乙答:在从我们站的这里向东北

5km的地方.”这段对话里涉及了方向(东北)和距离(5km),可借此引入极坐标系的概念.
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2.在极坐标系的定义中有四个要素:极点、极轴、长度单位和角度正向.这四个要素

缺一不可.

3.对于极点O,它的极径ρ=0,极角θ可以取任何实数.因此极点O 的表示有无数种

形式.

4.极坐标并不像平面直角坐标系那样,能建立与平面上的点之间的一一对应关系.对

于给定的ρ与θ,由极坐标(ρ,θ)可以唯一地确定一个点 M,但是反过来,平面上给定一

点,却可以写出这个点的无数多个极坐标.例如,如果我们给出了一个点的极坐标(ρ,θ),

则(ρ,θ+2nπ)也是这个点的极坐标,其中ρ≥0,n 为任意整数.通常情况下我们约定ρ∈
[0,+∞),θ∈(-∞,+∞).有时候为了研究的需要,我们往往取消对ρ的限制,规定ρ
可以取负值.如果ρ取负值,可以做如下规定:设有点M(ρ,θ),其中ρ<0,那么点 M 在

角θ的终边的反向延长线上,距离极点为|ρ|的位置上.根据此规定,如果我们给出了一

个点的极坐标(ρ,θ),则(ρ,θ+2nπ)和(-ρ,θ+(2n+1)π)都是这个点的极坐标,其中ρ
∈(-∞,+∞),n 为任意整数.

如果规定ρ>0,θ∈[0,2π),则平面上的点与极坐标一一对应(除极点外).

5.对于“过极点直线的极坐标方程”的教学,要让学生理解,如果极径取正值,则θ=θ0
(θ0∈[0,2π))只能表示过极点O 的射线而不是整条直线.因此必须对极径的取值范围做补

充,规定允许极径取负值.而在允许极径取负值的情况下,如果要在极坐标系中画出某个

点,例如点P (-2,π4 ),则可以按如下思路考虑:先作有向角∠xOM=
π
4
,然后在射线

OM 的反向延长线OM'上取点P,使得|OP|=2,则P (-2,π4 ) 为所求点,如图1 1.

      图1 1                 图1 2

6.对于“圆心在极点的圆的极坐标方程”的教学,教材以旁注的形式说明了该极坐标方

程所表示的含义,但未给出具体的图形,在教学中应补充图形,如图1 2.

7.对于“圆心在极轴且过极点的圆的极坐标方程”的教学,应注意引导学生考虑直角三

角形中边与角的关系以及圆周上任一点的坐标所表示的含义.

8.对于“阿基米德螺线的极坐标方程”的教学,应注意引导学生考虑两种运动合成的思

想.这种运动合成的思想对于本章1.5和1.6节中的例题仍然适用.这部分内容可结合本

章结尾的“数学文化”专栏———《数学家阿基米德和他的螺线》进行教学.有条件的学校和班级

可以考虑在教学过程中展示机械凸轮的实物模型或用计算机软件模拟机械凸轮的工作原理.
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相关链接

1.直线的极坐标方程

定理1.3.1 设两定点P1(ρ1,θ1)和P2(ρ2,θ2)与极点O 不在同一条直线上,则经过

P1,P2 两点的直线方程为

图1 3

sin(θ1-θ2)
ρ

=
sin(θ1-θ)

ρ2
+
sin(θ-θ2)

ρ1
. (1.3.1)

证明:设点P(ρ,θ)为直线P1P2 上的任意一点,如图1 3,当P

点在线段P1P2 的内部时,则△P2OP1 的面积等于△P2OP 与POP1

的面积之和,于是

1
2ρ1ρ2sin

(θ1-θ2)=
1
2ρ1ρsin

(θ1-θ)+
1
2ρ2ρsin

(θ-θ2).

因为ρ≠0,ρ1≠0,ρ2≠0,将等式两边同时除以
1
2ρ1ρ2ρ

,即得

sin(θ1-θ2)
ρ

=
sin(θ1-θ)

ρ2
+
sin(θ-θ2)

ρ1
.

当P 点在线段P1P2 的外部时,则△P2OP1 的面积等于△POP2 与△POP1 的面积之

差,同理可得出上述结论.

图1 4

式子(1.3.1)称为直线在极坐标系中的两点式方程.

注:过点(a,0),倾斜角为θ0 的直线(如图1 4)的极坐标方程为

ρsin(θ0-θ)=asinθ0.
(1.3.2)

式子(1.3.2)称为直线在极坐标系中的点斜式方程.

特别地,若a>0,则

(1)过点(a,0),且与极轴垂直的直线的极坐标方程为ρcosθ=

a,如图1 5(a).

(2)过点(a,π),且与极轴垂直的直线的极坐标方程为ρcosθ=-a,如图1 5(b).

(3)过点 (a,π2 ),且与极轴平行的直线的极坐标方程为ρsinθ=a,如图1 5(c).

图1 5
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(4)过点 (a,3π2 ),且与极轴平行的直线的极坐标方程为ρsinθ=-a,如图1 5(d).

2.圆的极坐标方程

定理1.3.2 设圆的半径为r,圆心坐标为O'(ρ0,θ0),则圆的极坐标方程为

ρ2-2ρ0ρcos(θ-θ0)+ρ20-r2=0.   
(1.3.3)

图1 6

证明:如图1 6,设P(ρ,θ)为圆上任意一点,在△POO'中,

由余弦定理得|PO'|2=|OP|2+|OO'|2-2|OP||OO'|·cos(θ-θ0),

由此得方程r2=ρ2+ρ20-2ρ0ρcos(θ-θ0),

即ρ2-2ρ0ρcos(θ-θ0)+ρ20-r2=0.

式子(1.3.3)是圆在极坐标系中的一般方程.

(1)当圆心在极点O 处,即ρ0=0时,圆的方程为ρ=r,如图1

7(a).

(2)当圆心在O'(r,0)处,即ρ0=r,θ0=0时,圆的方程为ρ=2rcosθ,如图1 7(b),

(3)当圆心在O'(r,π)处,即ρ0=r,θ0=π时,圆的方程为ρ=-2rcosθ,如图1 7(c).

(4)当圆心在O'(r,π2 ),即ρ0=r,θ0=
π
2

时,圆的方程为ρ=2rsinθ,如图1 7(d)

(5)当圆心在O'(r,3π2 ),即ρ0=r,θ0=
3π
2

时,圆的方程为ρ=-2rsinθ,如图1 7(e).

图1 7
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1.4　极坐标与平面直角坐标的互化
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节给出了极坐标与平面直角坐标互化的公式
x=ρcosθ,

y=ρsinθ{ 和
ρ= x2+y2,

tanθ=
y
x
(x≠0),

ì

î

í

ï
ï

ïï

并利用

前一个公式将圆在平面直角坐标系中的方程x2+y2-2ax=0转化成了它在极坐标系中的方

程ρ=2acosθ(例1),利用后一个公式将圆锥曲线的极坐标方程ρ=
ep

1-ecosθ
化成了直角坐

标方程,并根据e的不同取值分别得到了椭圆、抛物线和双曲线的方程(例2).

教学目标

(一)知识与技能

掌握将曲线的平面直角坐标方程与极坐标方程互化的方法.
(二)过程与方法

通过具体的实例,研究两种坐标方程互化的方法.
(三)情感、态度与价值观

体会不同的坐标系在处理不同的问题时各自所具有的优越性.

教材分析

1.重点:

曲线的极坐标方程和平面直角坐标方程的互化.

2.难点:

将曲线的极坐标方程转化为平面直角坐标方程.

3.教材P11指出了利用教材提供的公式进行极坐标与平面直角坐标互化的前提条件:

把极轴与平面直角坐标系xOy 的x 正半轴重合,且两种坐标系取相同的长度单位.

4.设同一个点M 的直角坐标为(x,y),极坐标为(ρ,θ),那么由直角三角形中边和

角的关系式,可以得到公式
x=ρcosθ,

y=ρsinθ.{ ①

教材P11公式①是将曲线的直角坐标转化为极坐标的公式,把它代入曲线的直角坐标

方程就可以消去x 和y 从而把直角坐标方程化为极坐标方程,公式①中的两个式子平方相
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加或相除得公式
ρ= x2+y2,

tanθ=
y
x
(x≠0).

ì

î

í

ï
ï

ïï

②

公式②是将曲线的极坐标方程转化为直角坐标方程的公式.

5.例1和例2分别是两种互化公式的应用.例1将中心在(a,0),半径为a 的圆在平

面直角坐标系中的方程x2+y2-2ax=0转化为极坐标系中的方程ρ=2acosθ.例2研究了

极坐标方程ρ=
ep

1-ecosθ
在平面直角坐标系中所表示的曲线,它实际上是圆锥曲线的统一的

极坐标方程.

教学建议

1.教学过程中应注意:必须是以直角坐标原点为极点,x 轴正半轴为极轴,长度单位

相同的条件下,同一点的直角坐标和极坐标才具有公式①和②两个关系式,否则上述两个公

式就不成立.

2.化点的直角坐标为极坐标时,要根据tanθ=
y
x
(x≠0)确定θ角,一般来说,三角方

程tanθ=a 的解有无穷多个,在[0,2π)上有两个解,哪个解是所求的极角? 这必须根据点

所在的象限决定取舍,且取点所在象限中的最小正角.
3.在进行坐标转化时,要尽可能“凑出”ρcosθ,ρsinθ或x2+y2 等形式的项,以使运

算简便.

4.例1和例2中都含有未知参数,对于基础比较差的学生理解互化公式可能有困难,

可以在讲解例1和例2之前补充几个简单的例子,例如:(1)把点P 的极坐标 (3,π4 ) 化成

直角坐标;(2)把点M(-2,-2)化为极坐标.

例题解析

例1 在平面直角坐标系中,把曲线的方程x2+y2-2ax=0化成极坐标系中的方程.
(解答见教材P12)

解析 本题曲线方程x2+y2-2ax=0中的参数a≠0.在此前提下,方程表示平面直角

坐标系中,中心在(a,0)、半径为a 的圆,转化成极坐标方程后,此圆过极点,圆心在极

轴上.

例2 已知曲线的极坐标方程ρ=
ep

1-ecosθ
,求此曲线的直角坐标方程,其中e与p 是

正的常数.(解答见教材P13)

解析 圆锥曲线的统一定义为:平面上与一个定点F 的距离和一条定直线l的距离之

比等于常数e的动点的轨迹叫做圆锥曲线.其中,定点F 为圆锥曲线的一个焦点,定直线l
为准线,p 为焦点到准线的距离,e为离心率.当0<e<1时,轨迹为椭圆;当e=1时,轨

迹为抛物线;当e>1时,轨迹为双曲线.在满足如下三个条件的情况下,本题中所给定的
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图1 8

极坐标方程ρ=
ep

1-ecosθ
为圆锥曲线的统一的极坐标方程:(1)以一个

焦点为极点;(2)焦点到对应准线垂直方向的反方向为极轴的方向;

(3)焦点到准线的距离为p= FK ,离心率为e,如图1 8.
本题在利用互化公式得到式子(1-e2)x2+y2-2pe2x-e2p2=0

之后,需要分1-e2 为正数、零和负数三种情况进行讨论,从而分别

得到三种不同类型的曲线,即椭圆、抛物线和双曲线.

相关链接

圆锥曲线的统一的极坐标方程的建立和应用

圆锥曲线的统一的极坐标方程的建立经历了如下的过程:

统一定义→
|MF|
|MA|=e →统一的极坐标方程.

要想解决好这个发展过程,要解决好三个问题.
第一,三种圆锥曲线的统一定义(见本节例2).
第二,建立极坐标系.曲线和坐标系的相对位置影响方程的形式.可以采用如下的方式

建立极坐标系:过焦点F 作准线l的垂线,垂足为K,以焦点F 为极点,FK 的反向延长

线为极轴,建立极坐标系.抛物线的情形如图1 8.对于椭圆而言,极点是左焦点,极轴穿

过右焦点和右准线,但和左准线不相交,如图1 9.对于双曲线而言,极点是右焦点,极轴

不过另一焦点,和两条准线都不相交,如图1 10.

图1 9

      

图1 10

第三,怎样用极坐标(ρ,θ)表示|MA|? 注意到|FK|是常量,记为p,即|FK|=p,

这个量称为准焦距,即焦点到相应准线的距离.接着作辅助线:过点 M 作MB⊥Fx,垂足

为B,如图1 8,则|MA|=p+FB,而|FB|=ρcosθ,故|MA|=p+ρcosθ.

于是 ρ
p+ρcosθ

=e,即ρ=
ep

1-ecosθ.
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1.5　柱坐标系
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节先通过如何确定圆形体育场看台的座位的问题引入柱坐标系在生活中的应用实例,

然后给出柱坐标系的一般概念,并得出空间直角坐标与柱坐标的互化公式

x=ρcosθ,

y=ρsinθ,

z=z.

ì

î

í

ï
ï

ïï

紧接

着教材指出应用柱坐标的时机:当动点绕定直线旋转时,用柱坐标系刻画动点的位置与轨迹

一般比空间直角坐标系方便一些.最后教材通过一个具体的例题说明了在某些时候使用柱坐

标系比使用空间直角坐标系更简明更方便.

教学目标

(一)知识与技能

1.了解在柱坐标系中刻画空间中点的位置的方法.

2.掌握空间直角坐标与柱坐标的互化公式.
(二)过程与方法

借助具体实例(如圆形体育场看台的座位)研究柱坐标系问题.
(三)情感、态度与价值观

1.体会在柱坐标系与空间直角坐标系中刻画点的位置的方法的区别.

2.感受用柱坐标系处理某些问题时的优越性.

教材分析

1.重点:

空间直角坐标与柱坐标的互化.

2.难点:

建立柱坐标系解题的方法.

3.柱坐标(ρ,θ,z)唯一地确定一个空间中的一个点 M.但是由于同一个点 M'的极坐

标(ρ,θ)也可以用(ρ,2kπ+θ)表示(若允许ρ<0,还可以用(ρ,2kπ+π+θ)(k∈Z)表示,

因此给定空间中一点M,其柱坐标的表示方法不一定唯一.在柱坐标中,约定ρ∈[0,+∞),

θ∈(-∞,+∞),z∈(-∞,+∞).
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2.教材中给出的“蚂蚁沿半径为1的圆柱面螺旋式上升”的例子很有代表性,通过比较

同一个点的直角坐标和柱坐标,充分体现了在涉及与柱面有关的问题中,使用柱坐标比使用

直角坐标更加方便.

教学建议

1.柱坐标系与空间直角坐标系和极坐标系紧密相关.将空间中的点投影到平面上之后,

关于柱坐标系的讨论就转化为关于极坐标系的讨论.因此,教学中应从学生已经掌握的空间

直角坐标系和极坐标系的知识出发,建立起三种坐标系之间的联系.

2.由于在涉及与柱面有关的问题时,使用柱坐标比使用直角坐标更方便,所以在教学

过程中可适当和学生介绍有关柱面的知识,让学生认识不同的柱面.

例题解析

例 一只蚂蚁沿半径为1的圆柱面螺旋式地上升,设空间直角坐标系的z轴即此圆柱的

轴,此蚂蚁在z轴方向匀速上升的速度为v>0,匀速绕z 轴转动的角速度ω>0,求t时刻

蚂蚁所在的点的直角坐标与柱坐标.(解答见教材P19)

图1 11

解析 本题也可以先求点的柱坐标再求点

的直角坐标.方法如下:

如图1 11,蚂蚁的运动是两种运动合成

的结果:一种运动是蚂蚁在z 轴方向匀速上升

的直线运动,其速度为v;另一种运动是蚂蚁

绕z 轴匀速旋转的圆周运动,其角速度为ω.
两种运动同时进行,它们所经历的时间t相同.
设t时刻,蚂蚁爬到点M,点M 的空间直角坐

标为(x(t),y(t),z(t)),点 M 在xOy 面上

的投影为M'(ρ,θ,0).由于蚂蚁从A 点开始

爬行,因此,点M 的竖坐标等于蚂蚁在[0,t]

这段时间内在z轴方向爬行的距离vt,即有z(t)=vt;蚂蚁绕z 轴做匀速圆周运动旋转的

角度就是M'的极坐标中的极角,即有θ=ωt;又由于蚂蚁始终在半径为1的圆柱面上爬行,

因此M'在极坐标中的极径为ρ=1.因此,点M 的柱坐标为(ρ,θ,z)=(1,ωt,vt).而由

直角坐标与柱坐标的互化公式:
x=ρcosθ,

y=ρsinθ,

z=z.

ì

î

í

ï
ï

ïï

可得点M 的直角坐标为(x(t),y(t),z(t))=(cosωt,sinωt,vt).
上述蚂蚁运动的轨迹为螺旋线,螺旋线是一种常见的曲线.例如,平头螺丝钉的外缘曲

线就是螺旋线.当我们拧紧平头螺丝钉时,它的外缘曲线上的任一点M,一方面绕螺丝钉的

轴旋转,另一方面又沿平行于轴线的方向前进,点M 就走出一段螺旋线.
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相关链接

几种常见的柱面

设C 是一条空间曲线,过C 的每点作一条直线彼此平行,则所有这些直线上的点组成

的空间曲面叫作一个柱面,C 叫作它的准线,这每条直线都叫作它的母线.
直观地说,可把柱面视为一条直线沿C 平行移动而扫过的曲面.
假设柱面S 的一条准线C 在与它的母线垂直的平面π上,取空间直角坐标系Oxyz,使

π为Oxy 面,C 在π上的平面直角坐标系Oxy 下有方程F(x,y)=0,则此柱面S 在此空

间直角坐标系Oxyz下就有方程

图1 12

F(x,y)=0. (*)

如图1 12所示.
结论:若一个三元方程F(x,y,z)=0中有一个字母没

有出现,它的图形就是个柱面,且这柱面的母线平行或重合于

不出现的那个字母所对应的坐标轴,它的在出现的两个字母所

对应的坐标平面上的准线,就是同一个方程视为二元方程所代

表的那条平面曲线.当然,这平面曲线要假定是存在的.
例如,三元方程G(y,z)=0是母线平行于Ox 轴的柱面,其一条准线是Oyz 平面上

的曲线G(y,z)=0.如果它存在的话.这条准线作为空间曲线的方程是
G(y,z)=0,

x=0.{
于是,坐标平面上任意一条曲线都确定一个柱面,即以这曲线为准线,母线垂直于此坐

标平面,方程则与平面曲线方程形式上相同.
其中,用Oxy 面上的三条曲线

(1)
x2

a2+
y2

b2-1=0
(a>b>0), (2)

x2

a2-
y2

b2-1=0
(a>0,b>0), (3)x2+2py=0,

分别作为空间曲面的方程,都表示母线平行或重合于Oz 轴的柱面,准线分别为椭圆、双曲

线、抛物线,所以它们分别叫作椭圆柱面、双曲柱面和抛物柱面,如图1 13所示.因为它

们都是二次的方程,故统称为二次柱面.

图1 13
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1.6　球坐标系
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节先从地球的经纬度谈起,给出了地球的经线、经度、纬线、纬度和国际日期变更线

等概念,然后指出数学家沿用这种描述地球经纬度的方法创立了球坐标系,并给出了球坐标

系的定义,推导出了点M 在球坐标系中的坐标M(r,θ,φ)与它在空间直角坐标系中的坐

标M(x,y,z)的关系:

x=rsinφcosθ,

y=rsinφsinθ,

z=rcosφ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

紧接着通过比较半径为r0,中心在原点的球的球

坐标方程r=r0 和空间直角坐标方程x2+y2+z2=r20,说明了在某些时候使用球坐标方程

比使用空间直角坐标方程更简洁,表达的几何含义也比较直观明白,而且在处理有关球的问

题时更方便.最后通过一个例子具体说明了可以从球坐标方程直接“解读”曲线的性状.

教学目标

(一)知识与技能

1.了解在球坐标系中刻画空间中点的位置的方法.

2.掌握空间直角坐标与球坐标的互化公式.

(二)过程与方法

借助具体实例(如地球的经、纬度等)研究球坐标系问题.

(三)情感、态度与价值观

1.体会在球坐标系中与空间直角坐标系中刻画点的位置的方法的区别.

2.感受用球坐标系处理某些问题时的优越性.

教材分析

1.重点:

空间直角坐标与球坐标的互化.

2.难点:
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(1)球坐标系与空间直角坐标系的关系式的推导.

(2)建立球坐标系解题的方法.

3.本书开篇即介绍了地球的经纬度.地球的经纬度是刻画地球上点的位置的一种方法.

把地球近似看成一个球体,过南北极的直径NS与英国伦敦格林尼治天文台这个点确定的平

面α与地球表面相交形成的圆上含格林尼治天文台的半圆叫做“本初子午线”,上述平面α绕

地轴NS旋转所得平面β与地球表面的交线在南北极间的弧线叫作子午线,也叫经线.设本

图1 14

初子午线向东的子午线L 是平面β形成的,α 与β之间的不大于180°

的夹角为θ1,则称L 是东经θ1 的子午线.同理有西经θ2 的子午线.

由上述内容可以看出,经度的计算实际上是考虑两个半平面相交成的

二面角的大小,其中,起始位置的半平面为本初子午线.东西经180°

是同一条子午线,叫作“国际日期变更线”,它通过美俄之间的白令海

峡.图1 14是飞机经过“国际日期变更线”时所拍摄的图片.

图1 15

4.地球纬度的定义如下:取定地球表面一点 M,

过M 作平面γ 与赤道平面平行,γ 与地球表面的交线

叫作纬线,纬线上一点与地球中心O 所连直线与赤道

平面的夹角ψ,叫作 M 点的纬度.球坐标系中“纬度”

的定义如下:在空间中任取一点 M,连接线段OM,

O 点是空间直角坐标系的原点,过 M 作xOy 平面的

垂线,垂足是 M',连接线段OM',则以Oz 轴为始

边,逆时针方向为正的φ=∠zOM 的大小为M 点的

“纬度”,比较地球纬度ψ 和球坐标系中“纬度”φ 的概

念可以发现,这两个角度并不是相等关系,而是互余

关系,如图1 15所示.

5.一个点的球坐标也称为空间极坐标,它与平面上的点的极坐标之间的关系如下:设

M(r,θ,φ)是空间某个点M 的球坐标,过此点 M 向平面xOy 作垂线,垂足为 M',则点

M'的极坐标为M'(rsinφ,θ).

6.什么时候可以考虑使用球坐标? 教材指出:球坐标在处理含平方和x2+y2+z2 的方

程或有关球的问题时是比较方便的,在处理空间旋转体的有关问题时也往往提供方便.

教学建议

1.教学中可以从学生熟悉的地球经纬度问题出发,说明坐标系在现实生活中有着广泛

的应用.

2.教学中应注意地球的经纬度与球坐标系中的“经度”、“纬度”之间的关系,并注意其
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取值范围的不同.球坐标 M(r,θ,φ)中各参数的取值范围分别为r∈[0,+∞),θ∈

(-∞,+∞),φ∈[0,π].

3.球坐标与直角坐标的关系式的推导过程中,所涉及的边角关系较为复杂,可以考虑

采用信息技术工具(例如Z+Z超级画板、几何画板等)呈现边角之间的关系.

4.教学中可适当补充有关用球坐标处理的不含参数的数学问题.

例题解析

例 一只蚂蚁在一个母线与轴线夹角
π
6

的圆锥面上从顶点出发盘旋着向上爬行,已知它

上升的速度为v>0,盘旋的角速度为ω>0,求t时刻此蚂蚁的位置.(解答见教材P23)

图1 16

解析 与1.5节例题相似,本题也是考虑一只蚂蚁绕某曲面爬行

的问题.因此,同样可以运用运动合成的思想来考虑这个问题.蚂蚁的

运动是两种运动合成的结果:一种运动是蚂蚁在z 轴方向匀速上升的

直线运动,其速度为v;另一种运动是蚂蚁绕z 轴匀速旋转的圆周运

动,其角速度为ω,两种运动同时进行,它们所经历的时间t相同.由

于蚂蚁从坐标原点开始爬行,因此,蚂蚁在[0,t]这段时间内在z 轴

方向移动的距离为vt,由于蚂蚁始终在一个母线与轴线夹角为
π
6

的圆

锥面上爬行,故蚂蚁在时刻t 所在位置的向径为r=vt/cos
π
6=

23
3vt;蚂蚁绕z轴做匀速圆周运动旋转的角度为θ=ωt;因此,点M

的球坐标为(ρ,θ,φ)=
23
3vt,ωt,

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.如图1 16.根据点的球坐标,可以直接“解读”

出这条曲线的性质.

相关链接

全球定位系统(GPS)简介

最古老、最简单的导航方法是星历导航,人类通过观察星座的位置变化来确定自己的方

位.最早的导航仪是中国人发明的指南针,几个世纪以来它经过不断的改进而变得越来越精

密,并一直为人类广泛应用着.最早的航海表是英国人JohnHarrison经过47年的艰苦工作

于1761年发明的,在其随后的两个世纪,人类通过综合地利用星历知识、指南针和航海表

来进行导航和定位.

进入20世纪以后,随着科学技术水平的不断提高,人类逐渐发明了许多新的定位方法.
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1957年10月,世界上第一颗人造地球卫星的成功发射宣告空间科学的发展跨入了一个崭新

的时代,也使电子导航技术的发展进入了一个新的阶段.1973年美国国防部批准其陆海空

三军联合研制第二代卫星导航定位系统———全球定位系统(GPS).起初的GPS方案由24颗

卫星组成,这些卫星分布在互成120°的三个轨道平面上,每个轨道平面分布8颗卫星,这样

的卫星布局可保证在地球上的任何位置都能同时观测到6~9颗卫星.目前的方案是由21颗

工作卫星和3颗备用卫星组成整个系统,6个轨道平面的每个平面上分布4颗卫星,这样的

配置使同时出现在地平线以上的卫星数目随时间和地点而异,最少为4颗,最多可达11颗.

GPS系统主要有三大组成部分,即空间星座部分、地面监控部分和用户设备部分.GPS

的空间星座部分中24颗卫星基本均匀分布在6个轨道平面内,轨道平面相对赤道平面的倾

角为55°,各轨道平面之间的交角为60°,每个轨道平面内的卫星相差90°,任一轨道平面上

的卫星比西边相邻轨道平面上的相应卫星超前30°.卫星轨道平均高度为20200km,卫星运

行周期为11小时58分.每颗卫星每天约有5个小时在地平线以上,同时位于地平线以上的

卫星数目随时间和地点而不同,可为4~11颗;GPS的地面监控部分目前主要由分布在全

球的5个地面站组成,其中包括卫星检测站、主控站和信息注入站.GPS的用户设备主要由

接收机硬件和处理软件组成.用户通过用户设备接收GPS卫星信号,经信号处理而获得用

户位置、速度等信息,最终实现利用GPS进行导航和定位的目的.

GPS系统的建立给导航和定位技术带来了巨大的变化,它从根本上解决了人类在地球

上的导航和定位问题,可以满足不同用户的需要.对舰船而言,它能在海上协同作战、海洋

交通管制、海洋测量、石油勘探、海洋捕鱼、浮标建立、管道铺设、浅滩测量、暗礁定位、

海港领航等方面作出贡献;对飞机而言,它可以在飞机进场、着陆、中途导航、飞机会合和

空中加油、武器准确投掷及空中交通管制等方面进行服务;在陆地上,可用于各种车辆、坦

克、陆军部队、炮兵、空降兵和步兵等的定位,还可用于大地测量、摄影测量、野外调查和

勘探的定位,甚至可以深入每个人的生活中去,如用于汽车、旅行、探险、狩猎等方面;在

空间技术方面,可以用于弹道导弹的引航和定位,空间飞行器的导航和定位等.
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教材习题参考解答

习题1

1.(1)
x'=

1
3x
,

y'=y.

ì

î

í

ï
ï

ïï

       (2)
x'=x,

y'=
1
4y.

ì

î

í

ï
ï

ïï

图1 17

2.极坐标系中各点的位置如图1 17.

3.(1)ρ=10表示圆心在极点,半径为10的圆,如图1 18(a);

(2)θ=
π
6
(ρ∈R)表示过极点且与极轴夹角为

π
6

的直线,如图1 18(b).

(a)
           

(b)

图1 18

4.(1)极坐标方程为ρsinθ=52,如图1 19(a);

(2)极坐标方程为ρcosθ=52,如图1 19(b);

(3)极坐标方程为ρsin
π
6-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2
,如图1 19(c);

(4)极坐标方程为ρ=-2cosθ,如图1 19(d).

(a) (b)

(c) (d)

图1 19

5.(1)ρcosθ=1表示的曲线如图1 20(a);

(2)ρ=6cosθ表示的曲线如图1 20(b);
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(3)ρ=10sinθ表示的曲线如图1 20(c);

(4)ρ=10(1+cosθ)表示的曲线如图1 20(d).

(a) (b)

(c) (d)

图1 20

6.ρ=acosθ.

7.(1)ρ=1;         (2)ρ2sin2θ-2=0;

(3)ρ=-2cosθ; (4)ρ2cos2θ-1=0.

8.(1)x2+x2y2-y2=0; (2)x=1;    (3)y2=-6x;

(4)2x-3y-3=0; (5)(x-2)2-
y2

3=1.
图1 21

9.如图1 21(提示:方程的直角坐标方程为2x-3y-3=0).

10.(1)ρ=αθ(α≠0)(提示:方程表示的曲线为等速螺线),如图1 22(a);

(2)ρ=
a
θ
(α≠0)(提示:方程表示的曲线为双曲螺线),如图1 22(b).

(a)
           

(b)

图1 22

11.(1)ρ2=acos2θ; (2)ρcos(θ-a)=p(p,a 为常数);

(3)ρ2cos2θ-2pρsinθ-pφ=0.

12.(1)(x2+y2)32-4y2=0; (2)x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+(y+2)2=
17
4
;

(3)3x+y-2=0.

13.点M 的直角坐标为(53+2,8).
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14.(1)ρ=1表示以z轴为轴线,以1为底面半径的柱面Σ;

(2)z=1表示与xOy 平面距离为1的平面;

(3)
ρ=1,

z=1{ 表示以空间直角坐标系中的点(0,0,1)为圆心,以1为半径的圆.

15.(1)r=1表示以原点为球心,以1为半径的球面,如图1 23(a).

(2)φ=
π
6

表示以z 轴为轴线,顶点为原点,且母线与轴线夹角为
π
6

的圆锥面,如图

1 23(b).

(3)
r=1,

φ=
π
6

ì

î

í

ï
ï

ïï

表示以空间直角坐标系中的点 0,0,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为圆心,以

1
2

为半径的圆,如图

1 23(c).

图1 23
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第2章 参数方程

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌一、教学目标

1.通过分析抛物运动中时间与运动物体位置的关系,写出抛物运动轨迹的参数方程,

体会参数的意义.

2.分析直线、圆和圆锥曲线的几何性质,选择适当的参数并写出它们的参数方程.

3.举例说明某些曲线用参数方程表示比用普通方程表示更方便,感受参数方程的优越

性.

4.借助教具或计算机软件,观察圆在直线上滚动时圆上定点的轨迹(平摆线)、直线在

圆上滚动时直线上定点的轨迹(渐开线),了解平摆线和渐开线的生成过程,并能推导出它们

的参数方程.

5.通过阅读材料,了解其他摆线(变幅平摆线、变幅渐开线、外摆线、内摆线、环摆

线)的生成过程;了解摆线在实际中应用的实例(例如,最速降线是平摆线,椭圆是特殊的内

摆线———卡丹转盘,圆摆线齿轮与渐开线齿轮,收割机、翻土机等机械装置的摆线原理与设

计,星形线与公共汽车门);了解摆线在刻画行星运动轨道中的作用.

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌二、教材说明

参数方程是以参变量为中介来表示曲线上点的坐标的方程,是曲线在同一坐标系下的又

一种表示形式.某些曲线用参数方程表示比用普通方程表示更方便.学习参数方程有助于学

生进一步体会解决问题中数学方法的灵活多变.本章内容是在学生建立了曲线和方程的概

念,研究了直线、圆、椭圆、双曲线和抛物线的直角坐标方程和它们的几何性质的基础上学

习的,参数方程是平面解析几何的主要内容之一,是进一步学习数学的基础,在生产实际中

很多实际问题需要用参数方程来解决.

本章主要内容有:抛物运动轨迹的参数方程,直线、圆、椭圆、双曲线、抛物线、平摆

线和渐开线的参数方程等.

抛物运动是生活中常见的一种运动,教材从抛物运动入手,引入参数方程的定义有着重

要的现实意义.抛物运动中以时间t作为参数,建立起来的参数方程是学生熟知的形式.学

生易于接受,也便于学生了解参数的作用.

直线的参数方程的建立用到了平面向量中的有关知识,教材给出了两种不同的建立直线

的参数方程的方法.
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圆锥曲线的参数方程是本章的重点内容.教材分别给出了圆、椭圆、双曲线和抛物线的

参数方程.教材详细讲解了圆的参数方程中的参数的几何意义,有助于学生了解参数的作

用.限于篇幅,未对其他三种圆锥曲线中的参数的几何意义作详细说明.利用圆锥曲线的参

数方程,可以制成所谓的“椭圆规”,该工具经常被用来画椭圆.教材例题的引入有助于培养

学生的应用意识.

《课标》要求学生能够借助教具或计算机软件,了解平摆线和渐开线的生成过程并能推导

其参数方程.本章教材在正文部分使用教具形象地展现了平摆线和渐开线的生成过程,并结

合平面几何和三角函数的有关知识推导了这两种曲线的参数方程.从这两种曲线的参数方

程,学生不难感受到这些曲线用参数方程表示比用普通方程表示更方便,从而感受参数方程

的优越性.

为提高学生学习参数方程的兴趣,便于学生记忆本章内容,本章在章头引言中编写了一

首诗,用简短的60个字“设参数,写方程,算坐标,表图形.时光逝,角度增,点运动,曲

线成.方向定,走直线,绕中心,画圆圈.天行健,圆锥线,车轮滚,出摆线.造齿轮,作

速降,曲线美,应用宽”就把本章内容全部包括在内.在本章教材的最后安排了习题2,以供

教师在教学中使用.

在本章教材的结尾处,教材连续安排了《阅读与思考·美丽曲线种种》,《数学实验·用

计算机和教具绘制展现各种曲线》和《数学文化·数学家卡丹和帕斯卡》等三个专栏,用来体

现课标中的相关内容和理念.这些内容不要求学生掌握,但可作为学生开展课外活动或教师

在课堂上拓宽学生视野的素材使用.同时,教材还安排了一系列的课程总结报告参考题,以

供学生在完成学习总结报告时参考使用.

对照《课标》的要求,本章教材主要具有如下特色:

1.注意培养学生的学习兴趣,体现数学的美.

在章头引言中即编排了一首优美的诗,用简短的60个字即表达了本章教材的主要内容,

体现了数学的简洁美;在《阅读与思考》介绍了各种与本章内容相关的美丽曲线,例如,长幅

平摆线、短幅平摆线、外摆线、内摆线、变幅外摆线、变幅内摆线、卡丹转盘、叶形线、速

降线、收割机和翻土机运作中的摆线以及公共汽车门描绘的星形线.兴趣是最好的老师,提

供美的东西给学生,让他们对所要学习的内容产生浓厚的兴趣,从而以更积极的心态来学习

本章内容.

2.注意渗透数学文化,体现人文精神.

本章除专门在教材结束之处安排了一个《数学文化》专栏,介绍了数学家卡丹和帕斯卡之

外,还在教材中的四处地方,以旁注的形式进行数学文化的渗透.例如,教材P36介绍了鲍

克拉斯提出并解决的一道名题;教材P38指出数学史上研究旋轮线的第一人是法国天才数

学家帕斯卡;教材P39指出意大利科学家伽利略曾建议用平摆线的一拱修筑拱桥的桥洞,

我国古建筑赵州桥的桥洞也近似成平摆线形;教材P52指出欧拉和拉格朗日由速降线问题
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推广研究范围而创造出一门叫作变分法的重要数学分支.

3.注意信息技术与数学课程的整合.

本章教材在结束之处专门安排了《数学实验·用计算机和教具绘制展现各种曲线》的专

栏,详细地展现了用“Z+Z超级画板”的免费版本绘制各种摆线的操作方法,体现了课标中

要求实施信息技术与课程整合的基本理念.除此之外,教材还在两处以旁注的形式给予实施

信息技术与课程整合的建议.例如,教材P38建议用计算机软件来演示旋轮线的生成过程,

教材P40建议用计算机软件演示渐开线的生成过程.

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌三、课时安排建议

本章教学时间约需9课时,具体分配如下(仅供参考):

2.1 从抛物运动谈起 1课时

2.2 直线的参数方程 1课时

2.3 圆锥曲线的参数方程 3课时

2.4 平摆线及其参数方程 1课时

2.5 渐开线及其参数方程 1课时

数学实验(选学) 1课时

小结与复习 1课时

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌四、教学建议

1.数学教学要体现课程改革的基本理念,在教学设计中充分考虑数学的学科特点,高

中学生的心理特点,不同水平、不同兴趣学生的学习需要,运用多种教学方法和手段,引导

学生积极主动地学习,掌握数学的基础知识和基本技能以及它们所体现的数学思想方法,发

展应用意识和创新意识,对数学有较为全面的认识,提高数学素养,形成积极的情感态度,

为未来发展和进一步学习打好基础.

2.参数方程的教学应该让学生理解使用参数方程解决问题的优越性:(1)用参数方程能

明确地揭示质点的运动规律.质点在平面上运动时,它的位置与时间有关,也就是质点的坐

标x,y 是时间t的函数:
x=φ(t),

y=ψ(t).{ (2)有时建立两个变量之间的直接联系比较困难,甚至

不可能,而利用参数建立两个变量之间的间接联系比较容易.例如教材P30的炮弹飞行轨迹

的问题就很有代表性.(3)有时参数方程的形式比普通方程简单,而且所选择的参数的物理

意义或几何意义通常比较明确.例如,本章所涉及的平摆线和渐开线的参数方程等.

3.参数方程的教学过程中要交待各个参数的几何意义或物理意义,让学生了解参数方

程的推导过程,学习选择参数建立参数方程的方法.在具体的问题中,学生应该能够根据问

题的性质和图形的特点选择适当的参数建立参数方程.
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4.对于直线、圆、椭圆、双曲线和抛物线(含抛物运动抛迹)的参数方程的教学,要注

意引导学生关注参数方程和普通方程的互化问题,应该做到如下几点:(1)掌握化参数方程

为普通方程的方法;(2)能够正确判断参数方程表示什么曲线;(3)能够画出参数方程所表示

的曲线的图形.

5.对于平摆线和圆的渐开线的教学,应借助实物或者信息技术工具展示这两类曲线的

生成过程,并引导学生关注运动过程中的不变关系,从而据此建立相应的参数方程,并体会

参数方程表示上述曲线的优越性.

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌

􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌􀤌
􀦌 􀦌

􀦌􀦌五、评价建议

1.数学学习评价,既要重视学生知识、技能的掌握和能力的提高,又要重视其情感、

态度和价值观的变化;既要重视学生学习水平的甄别,又要重视其学习过程中主观能动性的

发挥;既要重视定量的认识,又要重视定性的分析;既要重视教育者对学生的评价,又要重

视学生的自评、互评.总之,应将评价贯穿数学学习的全过程,既要发挥评价的甄别与选拔

功能,更要突出评价的激励与发展功能.

数学教学的评价应有利于营造良好的育人环境,有利于数学教与学活动过程的调控,有

利于学生和教师的共同成长.

2.美国心理学家加德纳(H.Gardner)在80年代初期提出的多元智能理论对学习的评价

产生了很大的影响.目前普遍认为人的智力是由语言智能、逻辑数学智能、空间智能、身体

动觉智能、音乐智能、人际智能、内省智能、自然观察者智能等八种智能构成的.多元智能

理论成为评价内容多元化的思考依据,它提醒人们注意学生的个体差异和发展的不均衡性,

同时强调每一个学生的独特价值,主张尽可能建构有助于促进个体价值实现的个体化评价指

标;它还从新的角度提供了设计学生评价方法的新思路,如教学中开放题的设计思路等,为

建立促进学生全面发展的评价体系提供了依据.

基于上述理论,教师在评价过程中就不能只考虑学生最终的测验成绩,而应综合考察学

生在整个学习过程中的表现及终结性评价的结果.建议期末总成绩应由测验成绩、开放式作

业成绩以及学生平时表现的成绩组成,三者各占一定的比例.例如,期末总成绩=测验成绩

(80%)+开放式作业成绩(15%)+平时表现成绩(5%).当然,上述各分项成绩的组成及百

分比可根据具体情况灵活设定.
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2.1　从抛物运动谈起
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节 先 从 研 究 炮 弹 飞 行 轨 迹 问 题 入 手,导 出 了 炮 弹 飞 行 曲 线 的 参 数 方 程

x=|v0
→|cosθ·t,

y=|v0
→|sinθ·t-

1
2gt

2.

ì

î

í

ï
ï

ïï

然后教材给出了参数方程的一般定义,并指出参数方程和普通方

程是曲线方程的不同形式.最后应用上述参数方程解决了一个飞机投炸弹的问题.

教学目标

(一)知识与技能

1.掌握抛物运动轨迹的参数方程的写法.

2.了解抛物运动中的参数的意义.
(二)过程与方法

分析抛物运动中时间与运动物体位置的关系,能写出抛物运动轨迹的参数方程.
(三)情感、态度与价值观

通过抛物运动的例子,感受参数方程的优越性.

教材分析

1.重点:

炮弹飞行轨迹的参数方程的推导.

2.难点:

建立曲线的参数方程的方法.

图2 1

3.教材开门见山的提出问题:“炮管与地面夹角为θ,一

发炮弹以初速度v0
→射出,不计空气阻力,试写出平面直角坐

标系中炮弹飞行轨迹的方程.”要解决上述问题,首先要对炮

弹运动的规律进行分析.根据物理学规律可知,炮弹的运动

是一个斜抛运动,它由水平方向的匀速直线运动和竖直方向

的上抛运动合成.由于初速度向量v0
→可以分解成水平分量v0

x 与竖直分量v0
y,且满足:v0

x=
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|v0
→|cosθ,v0

y=|v0
→|sinθ,这样就得到炮弹在两个方向运动的初速度(如图2 1).再对炮

弹作受力分析知道,炮弹在水平方向没有受力(因为不计空气阻力),由于惯性的作用继续作

匀速直线运动,而它在竖直方向受到竖直向下的重力的作用,与运动方向相反.根据上述分

析,立即可以求得炮弹在水平方向飞行的距离x(t)和它在竖直方向达到的高度y(t)满足如

下关系式:
x(t)=|v0

→|cosθ·t,

y(t)=|v0
→|sinθ·t-

1
2gt

2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(t为参数).由于两个运动同时进行,所以时间t

相同.

由上述方程给定的曲线,非常清晰地表明了曲线所包含的物理意义.其中时间参数t的

范围是:从炮弹发出t=0时刻到炮弹落地t=T 时刻中间的任意值.其中落地时刻T 可以

通过求解方程|v0
→|tsinθ-

1
2gt

2=0得到T=
2|v0
→|
g
sinθ.

由以上分析可以看出,炮弹飞行轨迹的参数方程的推导可以从物理和数学两个方面的思

路加以解决.其中物理的思路来源于运动的合成与分解,对物理的思路做出数学的解释,于

是产生了曲线的参数方程的概念,同时也得到了求曲线的参数方程的方法.

4.教材在分析了抛物运动的轨迹方程后给出了参数方程及参数的定义:一般地,在取

定的平面直角坐标系xOy 中,如果一条曲线L 上任意一点的坐标(x,y)的每个分量都是某

个变量t的函数,即
x=φ(t),

y=ψ(t),{ 而且对于t的每个允许值,由上述方程组所确定的点(x,y)

在L 上,则称它是曲线L 的参数方程.联系x 和y 之间关系的中间变量t称为参数方程的

参变量,简称参数.

在此,教材指出上述参数方程中的参数可以取为某种物理量(例如时间),也可以取为某

种几何量(例如角度),还可以取没有什么明显含义的参数.事实上,在本章中所涉及的参数

方程中的参数,绝大多数都有着明显的几何意义或物理意义.在接下来的章节里,有些参数

方程中的参数的意义给予了明确的说明,有些则没有说明.无论哪一种情况,都有必要让学

生了解这些参数的意义,以便在解题时加以灵活运用.
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5.教材指出,参数方程与普通方程是曲线方程的不同形式,许多曲线,既可以写出它的

普通方程,也可以建立它的参数方程,两种方程可以互化.例如,本节给定的抛物运动的参数

方程

x(t)=|v0→|cosθ·t,

y(t)=|v0
→|sinθ·t-

1
2gt

2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

就可以化为普通方程y=-
g

2|v0
→|2cos2θ

x2+
sinθ
cosθx.

但是有的曲线可以建立它的参数方程,而不能或很难写出它的普通方程.例如本章第四

节、第五节将要讨论的平摆线和渐开线的参数方程就很难转化成普通方程.

教学建议

1.炮弹飞行轨迹的参数方程的获得是建立在对运动规律的分析的基础之上的,因此在

教学中要紧扣其物理意义,从而建立起函数关系式.在建立起参数方程之后,要分析参数方

程中参数t的取值范围.

2.对于常见的参数方程,必须让学生了解其参数的几何意义(或物理意义).事实上,

可以借助信息技术工具(例如Z+Z超级画板、几何画板等)清晰地展示其几何意义(特别是

本章所涉及的直线、圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程中的参数的几何意义).

3.教学中应注意将参数方程化为普通方程的几种方法.在将参数方程
x=φ(t),

y=ψ(t){ (t为参

数)化为普通方程时,常采用如下方法进行转化:

(1)代入消参法.把参数方程中的一个函数关系式x=φ(t)(或y=ψ(t))化为t=φ-1(x)

(或t=ψ-1(y)),然后把它代入另一个函数关系式y=ψ(t)(或x=φ(t))中,就能消去参数

t.例如教材中的炮弹飞行轨迹的参数方程就是通过代入消参法化为普通方程的.
(2)分步消参法.参数方程经过几次处理后,变成参数的一次函数,然后再用代入消参

法.例如把参数方程

x=a·
1-t2

1+t2
,

y=at·
1-t2

1+t2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(t为参数)化为普通方程时可将两式相除,得
y
x=t

,再

代入x=a·
1-t2

1+t2
,得到它的普通方程为y2=x2·a-x

a+x
(x≠-a).

(3)比较消参法.把参数方程中的两个函数关系,各化成同一个参数函数式,比较后消

去参数,化为普通方程.例如:把参数方程

x=1+
1
2t
,

y=
3
2t-5

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(t为参数)化为普通方程时,可在

两个式子中分别解出t,得t=2(x-1)和t=
23
3
(y+5),从而得到2(x-1)=

23
3
(y+5),

即y= 3(x-1)-5.
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(4)综合消参法.综合运用有关代数知识和三角知识,把参数方程中的参数t消去.

例题解析

例 一架轰炸机在距地面 H 的高空匀速水平飞行,飞行速度为v0,试建立从此飞机上

投下的炸弹的运动方程,且从中计算出炸弹落地的时间和落点.(解答见教材P32)

分析:如图2 2,飞机在水平方向的速度是v0,则投下的炸弹的水平速度也是v0,即

炸弹以v0 的速度沿水平方向做匀速直线运动,同时它又做自由落体运动(也就是它沿着竖直

向下的方向做匀加速直线运动,加速度为g),因此,在建立坐标系时,本着最简便的原则,

可以取投弹时飞机所在的点为坐标原点O,以飞机飞行的方向为x 轴的正方向,以竖直向

下的方向为y 轴的正方向建立坐标系xOy(这不同于学生常见的坐标系中x 轴的正向为水平

向右,而y 轴的正向为竖直向上).这样建立的坐标系将使得本题中的曲线方程具有最简单

的形式.由此可进一步说明建立适当的坐标系的重要性.

图2 2

利用时 间 作 为 参 数,教 材 建 立 了 炸 弹 运 动 的 参 数 方 程

x(t)=v0t,

y(t)=
1
2gt

2.

ì

î

í

ï
ï

ïï

这实际上是炸弹在不同方向(水平向左和竖直向

下)的运动过程中,时间与位移之间的关系,也就是分别列出炸

弹在水平方向的位移与时间的关系式x(t)=v0t,以及炸弹在竖

直方向的位移与时间的关系式y(t)=
1
2gt

2,由于两种运动同时进行,时间t相同,因此将

它们并在一起组成一个方程组,即得到参数为t的抛物运动方程.这种方法可以运用在其他

类似的情境中.

由于飞机与地面的高度 H 已经给定,相当于炸弹在竖直向下的方向上运动的位移已经

确定,从而就可以根据关系式H=
1
2gt

2,求出炸弹落地的时间t=
2H
g
,从而代入x(t)=

v0t得到炸弹在水平方向运动的位移x=v0
2H
g
,即炸弹的落点为 v0

2H
g
,H

æ

è
ç

ö

ø
÷.

在参数方程

x(t)=v0t,

y(t)=
1
2gt

2

ì

î

í

ï
ï

ïï

中,消去参数t,即可得到炸弹在t∈ 0,
2H
g

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 的任意时刻

内,水平方向的位移 x 与竖 直 方 向 的 位 移y 之 间 的 关 系 式 为y=
g
2v2

0
x2,其 中 x∈

0,v0
2H
g

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

此题在最后实际上给出了化参数方程为普通方程的一种方法,即直接用代入法消去参数

t,从而将参数方程化为普通方程.
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相关链接

漫 谈 参 数

不少学生对参数概念比较模糊.事实上,参数的应用很广,例如,直线和曲线有“参数

方程”;在解某些极值问题或轨迹问题时,往往要首先设好“参数”.什么是参数? 我们可以

这样理解:在讨论某些几何(或其他对象)元素的集合中,这些元素都和一些数联系在一起,

当确定这些数时,就确定了某个具体元素,我们称这些数是这个集合元素的“参数”.

和参数联系在一起的还有一个概念,叫作“自由度”.例如,我们把全体实数作为研究对

象时,则一次只要选定一个数,这个实数就具体地被确定了,因此,我们称实数有一个自由

度,或者说,实数有∞个.平面上点的坐标是由两个有序实数组成的,要确定一点,必须两

次选定具体实数,而且两次的选法是独立的.平面上点的个数就好像在无限多个实数中任取

两个实数的排列,且两个实数可重复,看起来要比实数“多”些,但是它们都是无穷多.如何

比较多少呢? 我们就用自由度这个概念来区分.我们说,平面上的点有两个自由度,或者

∞2 个.一个集合的元素有多少自由度,我们就说它与几个参数有关,或含有几个参数.因

此,下面的几句话代表同一个意思:(1)有n 个自由度;(2)有∞n 个;(3)与n 个参数有关.

从平面直线的一般式方程Ax+By+C=0可知,要确定一条具体的直线,只要确定A,

B,C 的值.所以平面上以直线为元素的集合,其元素与两个参数有关,或者说,平面上有

∞2 条直线,可以看作它和平面上的点一样多.

如果一个集合中的元素与n 个参数有关,则对于这n 个参数如再加限制,使它们满足

m(m≤n)个等式条件,则原集合中受到这个限制的那些元素只与(n-m)个参数有关了.例

如,平面上的点与两个参数x,y 有关,如果x,y 适合f(x,y)=0,则被限制在一曲线

上,所以曲线上的点一般与一个参数有关.

通过一个定点(x0,y0)的直线全体,可以用点斜式y-y0=k(x-x0)表示,其中k 为

参数,所以与一个参数有关,它们全体称为一个直线束.以坐标原点为中心,以坐标轴为对

称轴的椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
的全体与两个参数有关,平面上所有圆x2+y2+Ax+By+C=0的

全体与三个参数A,B,C 有关.平面上所有二次曲线ax2+bxy+cy2+dx+ey+f=0的

全体与a,b,c,d,e,f 六个参数有关.

因为n 个参数如果满足一个等式条件,则只有(n-1)个独立参数.因此,要想在一个与

n个参数有关的元素集合中确定某些具体元素(即不含参数的具体元素),就要有n 个独立条

件,列出这n 个参数所满足的n 个方程,才能解决.
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2.2　直线的参数方程
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节开门见山地提出问题:过xOy 平面上定点M0(x0,y0),与x 轴正向夹角为θ的直

线如何用参数方程来表达? 紧接着用向量的方法分别得出从M0 向右行和向左行的射线的参

数方程,然后统一成直线的标准参数方程
x=x0+tcosθ,

y=y0+tsinθ{ (θ∈[0,π),t∈(-∞,+∞),

t为参数),并将上式转化成直线的点斜式方程y-y0=tanθ(x-x0).最后,教材指出直线

的参数方程的建立途径不是唯一的,并利用向量平行的条件给出了直线的另一种参数方程,

即
x=x0+at,

y=y0+bt,{ t∈(-∞,+∞).

教学目标

(一)知识与技能

1.掌握直线的参数方程的写法.

2.理解直线的参数方程中参数的几何意义.
(二)过程与方法

借助建立直线的参数方程的不同途径,研究直线的参数方程.
(三)情感、态度与价值观

通过直线的参数方程的例子,感受参数方程在解决某些问题时的优越性.

教材分析

1.重点:

直线的参数方程.

2.难点:

建立直线参数方程的方法.

3.要理解直线的参数方程
x=x0+tcosθ,

y=y0+tsinθ{ (θ∈[0,π),t∈(-∞,+∞),t为参数),

首先要掌握以下两个方面的知识:

第一,平行于坐标轴的有向线段的数量.
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设AB→是平行于x 轴的有向线段,端点坐标为 A(x1,y),B(x2,y),那么其数量

AB=x2-x1;设CD→是平行于y 轴的有向线段,端点坐标为C(x,y1),D(x,y2),那么

其数量CD=y2-y1.

第二,有向线段M0M→在x 轴上的射影M'0M'→的数量.
设直线M0M 的倾斜角为θ,那么M'0M'=M0M·cosθ.这里 M0M,M'0M'分别表示

有向线段M0M→和M'0M'→的数量.

如果有向线段M0M→在y 轴上的射影是M″0M″→,那么M″0M″=M0M·sinθ.(如图2 3).

图2 3

直线l可以看成是一个动点M 从M0 出发,沿倾斜角为θ
的方向,向右或向左运动而形成的(设向右的方向为正,向左的

方向为负),因此动点M 的轨迹完全可以通过有向线段M0M→的

数量来刻画,因此可以选择M0M→的数量:M0M=t为参数.
则由前面的分析可知有如下关系式:

M0P=M0M·cosθ=t·cosθ,

PM=M0M·sinθ=t·sinθ,{
又因为M0P=x-x0,PM=y-y0,

所以有
x=x0+tcosθ,

y=y0+tsinθ.{ (θ∈[0,π),t∈(-∞,+∞),t为参数)

我们可以用映射的思想来理解直线的参数方程:该方程可以理解为一个对应法则,借助

它,在集合A={(x,y)|(x,y)∈l}(直线l上的所有的点组成的集合)和B={t|t∈R}

(参数t的取值集合)之间构成一一映射的关系.就是说,直线l上的任何一个点都对应着唯

一的一个实数t,不同的点对应不同的实数;反之,任何一个实数都对应着直线l上唯一的

一个点,不同的实数对应着不同的点.

教学建议

图2 4

1.在教学中要注意到直线的标

准参数方程
x=x0+tcosθ,

y=y0+tsinθ{ (t为参

数)中,参数t有着明显的几何意义:

它表示从点 M0 到点 M 的有向线段

M0M→的数量,习惯上规定从点M0 到

点M 方向向上时为正(也就是当点M

位于从M0 向右行的射线上时为正),反之则为负.如图2 4(a)中,t=|M0M→|,图2 4(b)

中,t=-|M0M→|.

显然,在直线的标准参数方程中,有cos2θ+sin2θ=1,所以在应用上述几何意义时,

必须确保参数t的系数要满足上述关系.
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如果给定直线的参数方程不是标准参数方程,但又希望使用上述几何意义,则需要先将

非标准参数方程化成标准参数方程的形式.例如,给定直线的非标准参数方程
x=x0+at,

y=y0+bt{
(t为参数),则可以设cosθ=

a
a2+b2

,sinθ=
b

a2+b2
,从而就可以将上述方程化为

x=x0+tcosθ,

y=y0+tsinθ{ (t为参数)的标准形式.

2.直线的标准参数方程应用广泛,其应用通常涉及如下方面:(1)求线段的长;(2)求

与中点、三等分点……n 等分点有关的问题;(3)求轨迹的方程等.由于篇幅所限,教材在

本节未安排例题,教学中可适当补充有关例题,例如:

例 过抛物线y2=2x 的焦点,作倾斜角为
π
4

的直线,交抛物线于A,B 两点,求弦

AB 的长.

解 抛物线的焦点F 的坐标为 1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,弦AB 所在的直线方程可写为

x=
1
2+tcos

π
4=

1
2+

2
2t
,

y=0+tsin
π
4=

2
2t.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(t为参数)

将上述直线的标准参数方程代入抛物线方程y2=2x,得

2
2t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=2 1
2+

2
2t

æ

è
ç

ö

ø
÷,化简得t2-22t-2=0.

图2 5

由于直线与抛物线有两个交点A,B,所以上述方程有两实

根t1 和t2.由t的几何意义可知,t1 和t2 即表示向量FA→和FB→

的数量(不妨设t1=|FA→|=FA>0,t2=|FB→|=-FB<0,

如图2 5),因此有如下关系:

|AB|=|FA+FB|=|t1-t2|= (t1+t2)2-4t1t2,

又由一元二次方程根与系数的关系可知:

t1+t2=22,t1t2=-2,

所以|AB|= (22)2-4(-2)=4,即弦AB 的长为4.
3.在应用直线的标准参数方程解决有关问题时,经常涉及以下知识,教学中可借助有

关例题或习题加以巩固.
(1)当出现关于t的一元二次方程at2+bt+c=0后,由一元二次方程根与系数的关系,

设t1 和t2 为方程的两根,则有如下关系式:

t1+t2=-
b
a
,t1t2=

c
a.

(2)若参数方程所表示的直线与另一二次曲线相交得一弦P1P2,则弦的中点所对应的
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参数t=
t1+t2
2

;若M0(x0,y0)恰为弦的中点,则t1+t2=0;若 M0(x0,y0)为弦的三等

分点、四等分点……n 等分点,则分别有t2=-2t1,t2=-3t1,…,t2=-(n-1)t1.若需

要求弦长l,则有l=|t1-t2|= (t1+t2)2-4t1t2.

相关链接

直线的比值参数方程

若P1(x,y1),P2(x2,y2)为两个不同的定点,动点P(x,y)分P1P2 为两线段P1P

和PP2,设
P1P
PP2

=λ,则
x=

x1+λx2

1+λ
,

y=
y1+λy2

1+λ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(λ为参数),称上述参数方程为比值参数方程(此即

解析几何中的定比分点坐标公式,但是从参数方程的角度来看,它确实是直线的一种参数方

程).
比值参数方程的作用是:过已知两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)的直线上的任何一点,

均可用坐标 x1+λx2

1+λ
,y1+λy2

1+λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示.因此,它在解决下面几方面的问题上,能简化计算:

第一,研究有关中点问题时,只需求证λ=1;第二,当分点的横坐标和纵坐标有一个为零

时,例如横坐标为零,即x1+λx2=0,得λ=-
x1

x2
,从而代入y=

y1+λy2

1+λ
,可求得纵坐标

之值;第三,有关三角形的平行线问题;第四,有关三直线交于一点的问题;等等.
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2.3　圆锥曲线的参数方程
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节依次推导出了圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程,从推导圆的参数方程

x=x0+rcosθ,

y=y0+rsinθ{ (θ为参数,θ∈[0,2π))的过程可以看出,θ的几何意义为:连接圆上一点

与圆心的直线和x 轴正半轴的夹角.椭圆、双曲线和抛物线的参数方程中的参数也都有相应

的几何意义.在椭圆的参数方程部分,教材以例题的形式给出了一个由希腊数学家鲍克拉斯

提出并解决的数学史上的名题,并依此例题的原理,给出制作画椭圆的“椭圆规”的方法.

教学目标

(一)知识与技能

1.掌握圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程的写法.

2.理解圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程中参数的几何意义.

3.能运用圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程解决有关问题.
(二)过程与方法

借助圆、椭圆、双曲线和抛物线的几何性质,研究它们的参数方程.
(三)情感、态度与价值观

1.通过圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程的例子,感受参数方程在解决某些问题

时的优越性.

2.通过历史名题感受数学的文化价值和应用价值.

教材分析

1.重点:

圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程的推导.

2.难点:

应用圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程解决有关问题.

3.以M0(x0,y0)为中心,以r为半径的圆,可以看作是一个质点绕点 M0(x0,y0)做

等速圆周运动的轨迹,如图2 6.设质点运动的角速度为ω,从圆周与L1 的正向的交点A
的位置开始按逆时针方向运动,经过时间t后,质点到达圆周上点 M(x,y)的位置,此时
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图2 6

所转过的角度为θ=ωt,取此角度θ作为参数,即可得到圆的参

数方程
x=x0+rcosθ,

y=y0+rsinθ{ (θ为参数,θ∈[0,2π)).教材在得到

圆的参数方程之后,进一步将它化为普通方程,证实了上述方

程确实是圆的普通方程(x-x0)2+(y-y0)2=r2 的参数方程表

达形式.

4.椭圆的参数方程
x=acosφ,

y=bsinφ{ (φ 为参数,φ∈[0,2π)),φ

图2 7

的几何意义如下:

如图2 7,分别以a,b(a>b)为半径,以原点为圆心作

两个同心圆.设A 为大圆上任意一点,点B 是大圆半径OA 与

小圆的交点,过A 作AN⊥Ox,垂足为 N,过点B 作BM⊥

AN,垂足为 M.则点 M 的轨迹方程为椭圆
x=acosφ,

y=bsinφ,{ φ∈

[0,2π),其中φ=∠xOA.
这是因为:设点 M 的坐标为(x,y),φ=∠xOA,因为

点A 的横坐标也是x,由于A 是角φ 终边上的一个点,该点到原点的距离为a,根据任意

角三角函数的定义,有cosφ=
x
a
,故x=acosφ.点B 的纵坐标是y,由于B 是角φ 终边

上的一点,该点到原点的距离为b,根据三角函数的定义,有sinφ=
y
b
,故y=bsinφ,上

述角φ 称为椭圆的离心角,以a,b(a>b)为半径,以原点为圆心的两个同心圆分别称为椭

圆的大辅助圆和小辅助圆,其直径分别是椭圆的长轴和短轴.

图2 8

5.教材中给出了双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
的参数方程

x=asecφ,

y=btanφ{ (φ 为参数,φ∈[0,2π)),其中参数φ 的

几何意义补充如下:

如图2 8,不妨设a>b>0.分别以原点为圆心,

a,b的长为半径作同心圆,半径为b 的圆与x 轴相交

于点C.过点O 作射线OA 与两圆分别相交于点B 和点

A,记∠xOA=φ.过点A 作AD⊥OA,交x 轴于点

D.过点C 作CE⊥x 轴,与射线OA 相交于点E.过点

E 作EM∥x 轴,过点D 作DM⊥x 轴,两直线相交于点 M,则点 M 的坐标为(x,y)=

a
cosφ

,btanφ
æ

è
ç

ö

ø
÷,即点M 为双曲线

x=
a
cosφ

,

y=btanφ

ì

î

í

ïï

ïï
 φ∈[0,2π)的轨迹上任意的一点.其中参

数φ 的意义如上所述,注意φ≠∠xOM.
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6.对于抛物线的标准方程y2=2px,教材给出了它的一种参数方程
x=

1
2p

t2,

y=t

ì

î

í

ïï

ïï

(t为参

数),其中参数t的几何意义为曲线上任意一点的纵坐标.

图2 9

较常用的抛物线的参数方程还有如下两种:

(1)令y=2pt,则x=2pt2,所以
x=2pt2,

y=2pt{ (t为参数)是抛

物线y2=2px 的参数方程.其中参数t的几何意义为:过原点

(0,0)与抛物线上任意一点 M(x,y)的直线的斜率的倒数(如图

2 9),即kOM=tanα=
y
x=

2pt
2pt2

=
1
t
,也就是t=

1
kOM

.

(2)设P(x,y)是抛物线上的任意一点,F 是抛物线焦点,

连接FP,过P 作PM⊥x 轴于点M,令∠PFM=φ(如图2
10).因为P 在抛物线上,所以点P 与焦点F 之间的距离等于它到准线l的距离,即FP=

QP=x+
p
2.又因为FM=x-

p
2
,在Rt△FMP 中,cosφ=

FM
FP =

x-
p
2

x+
p
2

,即xcosφ+

p
2cosφ=x-

p
2
,

图2 10

所以x=
p
2
·1+cosφ
1-cosφ

=
p
2cot

2φ
2.

又sinφ=
MP
FP=

y

x+
p
2

,故有

y= x+
p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷sinφ=

p
2cot

2φ
2+

p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷sinφ

=
p
2 1+cot

2φ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷sinφ

=
p
2csc

2φ
2
·2sinφ

2cos
φ
2

=pcotφ
2.

所以,抛物线y2=2px 的参数方程又可以写为
x=

p
2cot

2φ
2
,

y=pcotφ
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(φ 为参数),其中φ 表示

过焦点F 与抛物线上任意一点P 的直线的倾斜角.容易验证,只要令t=
1
2cot

φ
2
,上述参

数方程立即可化为参数方程
x=2pt2,

y=2pt{ (t为参数).
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教学建议

1.椭圆参数方程中的参数,即离心角φ=∠xOA 不同于椭圆上的点M 与中心O 的连线

的倾斜角∠xOM,如图2 7,在教学中要提醒学生注意,以免选错角度.
2.教学中要注意所得到的曲线的参数方程与普通方程是否等价.例如,若曲线的普通

方程为y=x3,则可取
x=t,

y=t3{ 为其参数方程,如果取
x=t2,

y=t6{ 作为其参数方程,就相当于限

定了x≥0,这显然缩小了原来方程的定义域,从而导致参数方程与普通方程不等价.
3.抛物线y2=2px 的参数方程的教学过程中,除了介绍教材中的参数方程之外,还可

以适当补充另外两种形式的参数方程:
x=2pt2,

y=2pt{ 和
x=

p
2cot

2φ
2
,

y=pcotφ2.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

并注意结合图形介绍相

应的参数方程中参数的几何意义,从而根据不同的条件使用不同的参数方程.对于以其他形

式给定的抛物线方程(例如x2=2py),也要能够写出相应的参数方程.
4.圆、椭圆、双曲线和抛物线的参数方程中的参数都有着明显的几何意义,教学中可

以适当运用信息技术工具(例如Z+Z超级画板、几何画板等),展示这些参数的几何意义.

例题解析

图2 11

例 一条动直线上取定三个点A,B,C,其中A,B 两

点分别在一个直角的两边上滑动.求C 点的轨迹.(解答见教

材P36)

分析 教材画出了点C 位于线段AB 以内的示意图(如图

2 11),并给出了证明.注意到在教材中所展示的“椭圆规”

中,点M 位于线段AB 以外(仍在同一条直线上),下面证明

此时点M 的轨迹仍为椭圆.
如图2 12所示,在一条直线上取定三个点A,B,M,

图2 12

其中M 位于线段AB 之外,不妨设它在靠近B 的一端.由

于取定点A,B,M 之后,这三个点之间的位置关系就始

终保持不变,因此,把直角的两边分别视为x 轴正半轴和y
轴负半轴,直线上的两点B 与A 分别在x 轴和y 轴上滑

动,设AM=a,BM=b,从点 M 向x 轴和y 轴作垂线,

垂足分别为C 和D.设点 M 的坐标为(x,y),∠CBM=
θ,则

x=OB+BC=AB·cosθ+BM·cosθ
=(a-b)cosθ+bcosθ=acosθ,

y=BM·sinθ=bsinθ,
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从而有
x=acosθ,

y=bsinθ{ θ∈[0,2π),因此点M 的轨迹是以a 和b为半轴的一个椭圆.

相关链接

化曲线的普通方程为参数方程的几种类型

化曲线的普通方程为参数方程,实际上就是如下数学问题:

已知F(x,y)=0,求
x=f(t),

y=φ(t).{
类型1 已知F(x,y)=0和x=f(t),t为参数.求

x=f(t),

y=φ(t).{
解题思路:由

F(x,y)=0,

x=f(t){ 消去x,得到y=φ(t).

类型2 已知F(x,y)=0和 H(x,y,t)=0,t为参数.求
x=f(t),

y=φ(t).{
解题思路:由

F(x,y)=0,

H(x,y,t)=0{ 分别消去y,得到x=f(t),消去x,得到y=φ(t).

以上两种题型都对参数t作了限制,因而解题方向明确.

类型3 已知F(x,y)=0.求
x=f(t),

y=φ(t).{ t为参数,可以任意选定.

这类题型中,由于选择参数的任意性,所以解题方向多样化,结果也不唯一.但应掌握

以下几个主要而常见的方法.

方法1 如果方程F(x,y)=0可以化为
f(x)
a =φ

(y)
b

的形式,则可以设比值t为参数.

方法2 如果方程F(x,y)=0可以化为[f(x,a)]2+[φ(y,b)]2=1的形式,则可

以作三角代换: f(x,a)=cosθ,

φ(y,b)=sinθ.{ (θ为参数)

方法3 如果方程F(x,y)=0可以化为[f(x,a)]2-[φ(y,b)]2=1的形式,则可

以用三角代换: f(x,a)=secθ,

φ(y,b)=tanθ.{ (θ为参数)

例如:

(1)圆的方程(x-x0)2+(y-y0)2=r2 可以化为 x-x0

r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
y-y0

r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1的形式,作

三角代换

x-x0

r =cosθ,

y-y0

r =sinθ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得到参数方程为
x=x0+rcosθ,

y=y0+rsinθ.{ (θ为参数)
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(2)椭圆方程 x-x0

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
y-y0

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1,作三角代换

x-x0

a =cosθ,

y-y0

b =sinθ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得到参数方程为

x=x0+acosθ,

y=y0+bsinθ.{ (θ为参数)

(3)双曲线方程 x-x0

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
y-y0

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1,作三角代换

x-x0

a =secθ,

y-y0

b =tanθ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得到参数方程为

x=x0+asecθ,

y=y0+btanθ.{ (θ为参数)

94湖
南
教
育
出
版
社



高

中

数

学

教

师

教

学

用

书

2.4　平摆线及其参数方程
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节开门见山地给出平摆线的定义:一个圆沿此圆所在的平面内一直线滚动,圆周上某

个点M 运动的轨迹称为平摆线,也称为旋轮线.并指出平摆线的普通方程很难求得,因此

可以考虑求其参数方程.利用三角函数知识和平面几何知识进行推导,得到平摆线的参数方

程为
x=a(θ-sinθ),

y=a(1-cosθ){ θ∈(-∞,+∞).最后研究了平摆线的几何性质.

教学目标

(一)知识与技能

1.了解平摆线的生成过程,并能推导出它的参数方程.

2.了解平摆线的简单的几何性质.

3.了解推导平摆线的参数方程的方法.
(二)过程与方法

借助实物模型或计算机软件,研究平摆线的有关性质.
(三)情感、态度与价值观

1.通过数学史知识,感受数学的文化价值.

2.通过平摆线图形生成过程的展示,感受数学的美.

教材分析

1.重点:

(1)平摆线的参数方程的推导.
(2)平摆线的简单的几何性质.

2.难点:

平摆线的参数方程的推导.

3.平摆线在我们的生活中不难观察到.例如,有时候当一个人骑着自行车从你面前经

过时,你会发现自行车的某个车轮上粘着一件东西(例如一块彩色的口香糖).当车轮继续向

前时,这样东西就会在空中画出一条漂亮的弧线,这条弧线就是平摆线.车轮每旋转一周就
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相当于画出平摆线的一拱.

4.对于平摆线的参数方程的建立,教材结合三角函数的知识,用平面几何的方法进行

了推导.根据教材的推导过程,我们可以发现:动点M 的运动实际上是由两个运动合成的,

一个运动是动点M 沿着x 轴正向的匀速直线运动,另一个运动是动点 M 绕圆心B 按顺时

会方向做匀速圆周运动.

在运动的过程中,始终存在着如下的关系:线段OA 之长等于弧MA︵之长(如图2 13).

利用这个关系,可以很快地得到动点M 的坐标(x,y)满足
x=aθ-asinθ,

y=a-acosθ.{
事实上,由于产生平摆线的圆周既可以沿x 轴的正向向前滚动,也可以沿x 轴的负向

向前滚动,所以动点M 的圆周运动既可以是按顺时针方向的运动,也可以是按逆时针方向

的运动.因此参数θ的取值范围是(-∞,+∞).

图2 13 图2 14

我们也可以用向量的方法来建立平摆线的参数方程(如图2 14).

因为OM→=OB→+BM→,且向量BM→的方向角α=π+ π
2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3π
2-θ

,

所以OM→=(aθ,a)+(acosα,asinα)=(aθ,a)+ acos3π2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷,asin3π2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷.

=(aθ,a)+(-asinθ,-acosθ)=(aθ-asinθ,a-acosθ).

即(x,y)=(aθ-asinθ,a-acosθ),

从而得到平摆线的参数方程为
x=a(θ-sinθ),

y=a(1-cosθ).{ (θ为参数)

教学建议

1.平摆线的定义是一种发生定义,在教学过程中要借助实物或者信息技术工具展示其

形成过程,以帮助学生对平摆线形成一个比较直观的印象.特别是要在演示过程中引导学生

注意观察圆周上的某个点M 运动时与其他量之间的几何位置关系.

2.在教学中可引导学生思考:为什么圆滚过一周时,恰好得到平摆线的一拱,并且动

点M 滚过的水平距离恰好为2πa.对于学有余力的学生,还可以引导其进一步思考如下问

题:(1)平摆线一拱的长度是多少? (2)平摆线的一拱与x 轴所围成的图形的面积是多少?
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3.由于摆线有许多初等几何难以解决的问题,因此它在数学史上曾被戏称为“争吵的祸

根”.因此,教学过程中可以简单介绍摆线发展的历史.例如法国数学家帕斯卡是第一位研

究摆线的数学家,他将摆线(旋轮线)称为“几何学中的美人”.而意大利科学家伽利略曾建议

用平摆线的一拱来修筑拱桥的桥洞.除了平摆线之外,教材在本章的《阅读与思考》部分进一

步介绍了变幅平摆线,外摆线与内摆线,变幅外摆线和变幅内摆线等各种不同类型的摆线方

程及图形.在有条件的学校和班级,可以引导学生利用信息技术工具(例如Z+Z超级画板、

几何画板等)开展数学实验.教学中可以引导学生完成一篇关于摆线的研究报告(可以研究各

种摆线的不同性质,或者研究摆线发展的历史,也可以撰写利用信息技术工具研究各种摆线

的心得体会等).

相关链接

1.如何计算摆线一拱的长度

计算摆线一拱的长度问题,需要用到微积分的知识,即利用微积分中最常用的“元素

法”,结合“以直代曲”的思想来求解.计算曲线弧长的一般方法如下:

设曲线弧由直角坐标方程y=f(x)(a≤x≤b)给出,其中f(x)在[a,b]上具有一阶连

续导数.现在用元素法来计算这曲线弧的长度.

图2 15

取横坐标x 为积分变量,它的变化区间为[a,b],

曲线y=f(x)对应于[a,b]上任一小区间[x,x+dx]

的一段弧的长度Δs可以用该曲线在点(x,f(x))处的

切线上相应的一小段的长度来近似代替(如图2 15).而

这相应切线段的长度为 (dx)2+(dy)2= 1+y'2dx,

从而得弧长元素ds= 1+y'2dx,以 1+y'2dx 为

被积表达式,在闭区间[a,b]上作定积分,便得所求的

弧长s=∫
b

a
1+y'2dx.

若曲线弧由参数方程
x=φ(t),

y=ψ(t){ (α≤t≤β)给出,其中φ(t),ψ(t)在[α,β]上具有连续

导数.可取参数t为积分变量,它的变化区间为[α,β].相应于[α,β]上任一小区间[t,

t+dt]的小弧段的长度的近似值,即弧长元素为

ds= (dx)2+(dy)2= φ'2(t)(dt)2+ψ'2(t)(dt)2= φ'2(t)+ψ'2(t)dt

于是所求弧长为s=∫
β

α
φ'2(t)+ψ'2(t)dt.
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下面计算摆线
x=a(θ-sinθ),

y=a(1-cosθ){ 的一拱(0≤θ≤2π)的长度.

解:取参数θ为积分变量,弧长元素为

ds= a2(1-cosθ)2+a2sin2θdθ=a 2(1-cosθ)dθ=2asin
θ
2dθ

,

从而得所求弧长s=∫
2π

0
2asin

θ
2dθ=-4acos

θ
2

2π

0
=8a.

所以,摆线一拱的长度为相应动圆半径的8倍.

2.类似地,利用微积分的有关知识,可以求得平摆线的一拱与x 轴所围成的图形的面

积是3πa2,也就是相应动圆面积的3倍.
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2.5　渐开线及其参数方程
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

教材线索

本节首先给出圆周的渐开线的定义:在一个固定的圆盘的圆周上缠绕着一条无弹性的柔

软细线,在此细线的外端系上一支铅笔,把此线拉紧保持与此圆相切地逐渐展开,铅笔画出

的曲线称为此圆周的渐开线.渐开线的普通方程很难求得,因此可以考虑求其参数方程.利

用三角函数知识和平面几何知识进行推导,得到圆的渐开线的参数方程为:

x=r(cosθ+θsinθ),

y=r(sinθ-θcosθ).{ (θ为参数)      (*)

最后研究了渐开线的几何性质并指出利用计算器进行简单的计算就可以描绘其草图,从

而体现了参数方程的优越性.

教学目标

(一)知识与技能

1.了解渐开线的生成过程,并能推导出它的参数方程.

2.了解渐开线的简单的几何性质.

3.了解推导渐开线的参数方程的方法.
(二)过程与方法

借助实物模型或计算机软件,研究渐开线的有关性质.
(三)情感、态度与价值观

通过渐开线图形生成过程的展示感受数学的美.

教材分析

1.重点:

(1)渐开线的参数方程的推导.
(2)渐开线的简单的几何性质.

2.难点:

渐开线的参数方程的推导.

3.在一个固定的圆盘的圆周上缠绕着一条无弹性的柔顺细线,在此细线的外端系上一
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支铅笔,把此线拉紧保持与此圆相切地逐渐展开,铅笔画出的曲线称为此圆周的渐开线,此

圆称为渐开线的基圆.
圆的渐开线的定义是一种发生定义,它的生成过程可以形象地用实物演示或者用计算机

图2 16

软件呈现.它实际上是把圆弧逐渐拉直形成的,所以它是

曲变直的产物.该定义中,“把此线拉紧保持与此圆相切

地逐渐展开”这句话非常关键,它把圆的渐开线与圆的几

何关系交待得很清楚,从而为建立渐开线的参数方程提供

了几何关系,即线段BM 与BA︵的长度相等,而BA︵=rθ,

所以BM=BA︵=rθ(图2 16).在注意到上述关系后,参

数方程的建立就变得十分简单.
圆的渐开线的参数方程也可以用向量的办法求得.

因为OM→=OB→+BM→,且向量BM→的方向角为α=- π
2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=θ-

π
2
,

所以向量OM→的坐标表达式为

图2 17

(x,y)=(rcosθ,rsinθ)+rθcosθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,rθsinθ-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

=(rcosθ+rθsinθ,rsinθ-rθcosθ),

从而可以得到圆的渐开线的参数方程(*).

4.教材指出,根据圆的渐开线的参数方程(*),只要从计算器

上求得cosθ与sinθ的值,则可通过+,-,×得出渐开线上一点

(x,y)的位置,因此,对不同的θ值,可以画出此渐开线上的许多

点,进而可以描绘其草图.下面,我们取定r=1,并取若干个θ,分

别计算cosθ与sinθ的值,进而计算出x 和y 的值,最后描点作图(如图2 17).

θ 0 π
12

π
6

π
4

π
3

5π
12

π
2

7π
12

2π
3

3π
4

5π
6

11π
12 π

sinθ 0 0.26 0.5 0.71 0.87 0.97 1 0.97 0.87 0.71 0.5 0.26 0

cosθ 1 0.97 0.87 0.71 0.5 0.26 0 -0.26 -0.5 -0.71-0.87-0.97 -1

x 1 1.07 1.13 1.26 1.41 1.52 1.57 1.51 1.31 0.96 0.44 0.31 -1

y 0 0.02 0.05 0.15 0.34 0.63 1 1.44 1.91 2.37 2.77 2.92 3.14

θ 13π
12

7π
6

5π
4

4π
3

17π
12

3π
2

19π
12

5π
3

7π
4

11π
6

23π
12 2π

sinθ -0.26 -0.5 -0.71-0.87-0.97 -1 -0.97-0.87-0.71 -0.5 -0.26 0

cosθ -0.97-0.87-0.71 -0.5 -0.26 0 0.26 0.5 0.71 0.87 0.97 1

x -1.85-2.70-3.48-4.13-4.56-4.71-4.55-4.03-3.18-2.01-0.59 1

y 3.03 2.67 2.07 1.23 0.19 -1 -2.25-3.48-4.59-5.49-6.08 -6.28

55湖
南
教
育
出
版
社



高

中

数

学

教

师

教

学

用

书

教学建议

1.圆的渐开线的定义是一种发生定义,在教学过程中要借助实物或者信息技术工具展

示其形成过程,以帮助学生对圆的渐开线形成一个比较直观的印象.特别是要在演示过程中

引导学生注意观察圆的渐开线的某个点 M 与其他量之间的几何位置关系,例如BM=AB︵

(如图2 16).

2.从渐开线的参数方程
x=r(cosθ+θsinθ),

y=r(sinθ-θcosθ){ θ∈(-∞,+∞)中,我们不易求得其普

通方程,而其参数方程的求得却是比较容易的,这就说明了某些曲线用参数方程表示比用普

通方程表示要方便,从而也就进一步说明了引入参数方程的必要性.教材中指出,利用计算

器求出cosθ,sinθ的值,则可通过+,-,×运算得到渐开线上一点(x,y)的位置,进而

画出渐开线的草图(如图2 17),教学中可引导学生开展这方面的尝试.当然,也可以采用

其他信息技术工具(例如Z+Z超级画板、几何画板,Excel,图形计算器等)画出上述草图或

者更加精确的图形.

3.除教材内容外,还可以引导学有余力的学生研究圆的渐开线的切线和法线问题(见本

节相关链接)以及正方形的渐开线的问题.

相关链接

圆的渐开线的切线和法线

如图2 18,设M(x,y)是圆的渐开线上的任意一点,B 是基圆上的对应点,则 MB
是基圆的切线,因而MB 垂直于半径OB(其中OB=r).又设∠AOB=θ,则有关系式

图2 18

x=r(cosθ+θsinθ),

y=r(sinθ-θcosθ){ θ∈(-∞,+∞).

分别对x 和y 求导,得

x'=r(-sinθ+sinθ+θcosθ)=rθcosθ,

y'=r(cosθ-cosθ+θsinθ)=rθsinθ.
设MT 是圆的渐开线在点P 的切线,MT 与x 轴的夹角为

α,则

tanα=
dy
dx=

dy/dθ
dx/dθ=

rθsinθ
rθcosθ=tanθ.

所以α=θ,从而 MT∥OB,所以 MB⊥MT,这说明 MB 是圆的渐开线在M 点的法

线,这就证明了圆的渐开线的一个基本性质:

性质1 圆的渐开线在任意点的法线,同时也是基圆的切线.

65湖
南
教
育
出
版
社



高

中

数

学

教

师

教

学

用

书

又因为两平行线间的距离处处相等,所以作切线 MT 的垂线OC,必有OC=BM,而

BM 等于弧BA︵的长rθ,从而得到OC=rθ.这样就证明了圆的渐开线的另一重要性质:

性质2 从基圆圆心到圆的渐开线在任意点的切线的距离,与该点的参数值θ成正比,

比例系数等于基圆的半径r.
由于参数值θ等于切线MT 与x 轴的夹角θ,所以上述性质又可以叙述成:

性质3 从基圆圆心到圆的渐开线在任意点的切线的距离,与该切线与x 轴的夹角θ成

正比,比例系数等于基圆的半径r.
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数学实验——

用计算机和教具绘制展现各种曲线
􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉

(选学)

教材线索

本数学实验分为两部分:(1)运用计算机技术绘制展现各种曲线;(2)用教具画摆线.在

第(1)部分,教材采用“Z+Z超级画板”的免费版本作为平台,详细介绍了画各种摆线的方

法;在第(2)部分,教材介绍了使用教具“繁花规”画各种摆线的方法.

教学目标

(一)知识与技能

1.了解各种摆线的生成过程和轨迹形状.

2.了解用教具或计算机绘制各种摆线的方法.
(二)过程与方法

借助教具或计算机软件,研究各种摆线的图形.
(三)情感、态度与价值观

1.体会“做数学”的乐趣.

2.感受摆线等曲线的美.

教材分析

1.重点:

用计算机软件研究摆线的轨迹形状.

2.难点:

熟练地使用计算机软件进行实验操作.

教学建议

1.本节为选学内容,仅供有条件的学校或班级开展教学,不开展本次数学实验的班级

可以将本课时用于综合复习.

2.开设本次数学实验的方式可以多样化.根据不同学校和班级的条件,教师可以采取

“讲解演示”的方式开展本次数学实验,即仅由教师在课堂上进行演示,学生不参与操作;也

可以采用“自主探究”的方式,即教师带领学生在数学实验室开展实验,学生在教师的指导下
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亲自进行操作;或者也可以采用“在线学习”的方法,即教师将有关素材以网页的形式发布,

让学生在适当的时候独立进行操作.

3.教学中,可以参考教材P54~P60中给出的步骤,应用“Z+Z超级画板”的免费版本

进行操作.相关软件可以从http://www.zplusz.org等网站下载.当然,教师也可以采用

其他信息技术工具(如几何画板等)开展上述实验.

相关链接

用几何画板作内摆线和外摆线

一个定圆与一个动圆内切,动圆在定圆内内切地滚动,动圆圆周上一个指定点 M 的轨

迹叫作内摆线或圆内旋轮线.一个圆固定不动,另一个圆与此固定的圆外切着滚动,在动圆

周上一个指定点运动的轨迹叫作外摆线或圆外旋轮线.

利用几何画板,可以很方便地作出内摆线和外摆线的图形.下面以定圆半径R 与动圆

半径r的比值m=
R
r

为整数的情形为例,给出在几何画板中作圆的内摆线和外摆线的统一轨

迹的方法(事实上,对下面的方法略加修改,即可得到变幅内摆线和变幅外摆线的统一轨迹

的作法).

1.打开几何画板(以4.06版为例),选择[图表]→[定义坐标系],[图表]→[隐藏网

格].

2.在x 轴上任取一点C,过点C 作直线j⊥x 轴;在直线j上任取一点D,选择[度量]

→[纵坐标],得到点D 的纵坐标yD;选择[度量]→[计算],利用四舍五入函数round,计

算round(yD)的标签改为m;当m 为正整数时,将m 看作定圆半径R 和动圆半径r 的比

值,即m=
R
r
;当m 为负整数时,记-m=

R
r
(如图2 19).

图2 19

  

图2 20

3.以点A 为圆心,定长R 为半径作圆A,记圆A 与x 轴的右交点为E,则AE=R;

在圆A 上任取一点F,作射线AF.
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4.依次选择点A,E,F,并选择[构造]→[圆上的弧],得到弧EF︵.

5.选择弧EF︵,并选择[度量]→[弧度角],计算出弧EF︵的角度;选择[编辑]→[参数选

项]→[单位],将其中的角度单位改为弧度,则弧EF︵的度数变成弧度制表示,它与∠AEF

的弧度数相等,其变化范围是[0,2π](如图2 20).

6.选择[度量]→[计算],计算
1
m
;选择[变换]→[标记比值],将

1
m

作为放缩的比率;

以点F 为放缩中心,将点A 按标记的比
1
m

放缩到A'(如图2 21)(注:点A'即为动圆的中

心,且半径r=A'F);以A'为中心,A'F 为半径作圆A'(如图2 22).

图2 21

  

图2 22

7.选择[度量]→[计算],计算出t等于EF︵的弧度数,并计算-m×t的值;选择[变

换]→[标记角度],以点A'为中心,将点F 旋转上述标记的角度-m×t,与圆A'交于点

F',则易知A'F︵'=EF︵(如图2 23).

图2 23

  

图2 24

8.同时选择点F 和点F',选择[构造]→[轨迹],即可画出摆线图形(如图2 24为

m=3的内摆线).

9.调整点D 的位置,使得m 取不同的整数.当m 为正整数时,所得到的摆线为内摆线

(如图2 25为m=4的内摆线);当m 为负整数时,所得到的摆线为外摆线(如图2 26为

m=-3的外摆线).
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10.上述过程中,若作射线A'F',并在射线A'F'上任取一点F″,则同时选择点F 和点

F″,选择[构造]→[轨迹],即可构造出变幅内摆线或变幅外摆线的轨迹.

图2 25

  

图2 26
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教材习题参考解答

习题2

1.(1)bx-ay+ay1-bx1=0;     (2)y2=2px(p>0).

2.(1)
x=atanθ,

y=acotθ;{ (θ为参数) (2)
x=asecθ,

y=btanθ;{ (θ为参数)

(3)
x=1+2cosθ,

y=sinθ-4cosθ.{ (θ为参数)

3.(1)2x-y-7=0,表示一条直线;

(2)
x2

16+
y2

9=1
表示焦点在x 轴上,长半轴长为4,短半轴长为3的椭圆;

(3)
x2

a2-
y2

b2=1
表示焦点在x 轴上,实半轴长为a,虚半轴长为b的双曲线;

(4)
(x-2)2

25 +
(y+3)2

4 =1表示焦点在直线y=-3上,以(2,-3)为中心,长半轴

长为5,短半轴长为3的椭圆.

4.(1)普通方程为y=-
2g
v2
0
x2+ 3x,射程为

3
2g

v2
0.

(2)略.

5.(1)
2v0sinα

g
; (2)

v2
0sin2α
2g

.

6.(1)如图2 27(a)(提示:可化为普通方程y=
x+5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

-
x+5
3
,用描点法作图);

(2)如图2 27(b)(提示:可化为普通方程
x2

25+
y2

9=1
);
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图2 27

(3)如图2 27(c)(提示:可化为普通方程x
2
3+y

2
3=1,这是一条星形线,用描点法

作图);

(4)如图2 27(d)(提示:这是一条平摆线,用描点法作图).

7.
x=2cosθ,

y=4sinθ.{ (θ为参数)

8.(1)
x=1+

1
2t
,

y=5+
3
2t
;

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(t为参数)  (2)10+63;  (3)53+1,10.

9.
x=1+9t,

y=1+12t.{ (t为参数)

10.
x= r2-(a+b)2sin2θ+bcosθ,

y=asinθ.{ (θ为参数)

11.
x=2acos2θ,

y=2atanθ.{ (θ为参数)
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